MPSI 2014/2015 Pour le mardi 16/09/14

DEVOIR EN TEMPS LIBRE N°1

PROBLEME | : Somme de cosinus liés a %

1) On désigne dans cette question par a et h deux réels, et par n un élément de IN". On pose : C(a,h) = z cos (a+kh) et S(ah)= Z sin (a+kh)

a) En formant T(a,h) = C(a,h) + i S(a,h), écrire T(a,h) comme somme des premiers termes d'une certaine suite géométriqdé.

n-1 n-1 n-1 | a+kh

T(ah) = C(a,h) +iS(ah)= > cos (a+kh) +i Y sin(a+kh)= > (cos(a+kh)+ isin(@+kh) = Z e ( )
ia — i K
D'ou, T(a,h) =¢ Z (e )

k=0
b) On suppose que sin 2 = 0. Calculer T(a,h) puis C(a,h) et S(a,h) en fonction de a et de n.

ih ia
Sisin g =0, alorsh=0[2 n] et donc eI = 1. Ainsi, T(a,h)=ne etdonc C(a,h) =ncos(a) et S(a,h) =nsin(a)

sinfh cos[a+(n’1)b] sindh sin[a+(n*1)h]
2 2 2

¢) On suppose que sin g # 0. Simplifier T(a,h) puis démontrer que C(a,h) = - et S(ah) = -

sin= sin=
2 2
inh
al-e
ih
1-e

inh h i nh ih h ih Sinn?h i(a+(n-1)g)
Orl-e :—2isinn7e 2 etl-e :—2isin§e 2 Aussi, T(ah) = e :

. . ih . i
Si smg;& 0, alors h n'est pas un multiple de 2 et donce = 1. Ainsi, T(a,h) = e

sin =
2

sin% cos[a+(“—1)g] sinnZ—h sin[a+(n—1)%]
et S(ah) =

sinD sinD
2 2

Ainsi, ona: C(a,h) =

2) Dans cette question, et jusqu'a la fin du probleme, 6 désigne, pour alléger les notations, le réel l_Tf7 et on ne demande pas le calcul des valeurs approchées des
radicaux. On pose: x; = cos (3 0) + cos (5 0) + cos (7 0) + cos (11 0) et x, = cos (0) + cos (9 0) + cos (13 0) + cos (15 0)

a) Montrer que x; > 0.
On a: cos(30) + cos(116) = 2 cos(76) cos(40) donc x; = 2 cos(76) cos(40) + cos(50) + cos(76)

Or, 40, 50 et 70 sont tous trois dans l'intervalle [0 , TEE[ donc leurs cosinus sont strictement positifs. Ainsi, X; >0

b)  Calculer x; + X, & l'aide de la question B) 1) (on trouvera un rationnel trés simple)

7
X1 + X, = €0s(0) + cos(36) + cos(50) + cos(76) + cos(96) + cos(116) + cos(136) + cos(1560) = Z cos (0 + 2k 0) . Ainsi d'aprés la question 1),
k=0
=sin(8 e_) cos(8 6) _ 1 sm_(16 9-1 car sin(160) = sin(170 — 0) = sin(r — 0) = sin(0) Dol X; + X, =
sin(0) 2 sin(0) 2
C) Calculer x;x, (on pourra développer ce produit et utiliser les méthodes de linéarisation pour montrer que X; X, = — 2 (X + Xz) )

X1 X2 = €0s30 c0sH + c0s36 c0s96 + c0s30 c0s136 + c0s36 cos156 + cos50 coso + cos50 cos9IO + cos56 cos136 + cos50 cos156

+ c0s76 cosO + cos76 cos96 + cos76 cos136 + cos76 cosl56 + cos11O cosd + cos116 cos96 + cos116 cosl36 + cosllo cosl50

Or : c0s36 cosd = % 03460 +% 0526 = —% c0s130 — %005156 car 40=n-130 et 20=n—150 De méme :

X1+ Xo

N -

€0s360 c0s90 = % c0s120 + % €0s60 = — % €0s50 — % c0s110, cos30 cos130 = % €0s160 + % €0s100 = —% Cc0sO — % cos70 ,

€0s30 cos150 = % €0s120 + % €0s180 = — % €0s50 — % cos® , cos50 cosO = % €0s60 +% c0s40 = —% cos110 — % cos130 ,

€0s560 c0s90 = % cos146 + % €0s40 = — % €0s30 — % cos130 , cos56 cos130 = % €0s180 + % €0s80 = — % cosO — % c0s90

C0s50 05150 = %coszoe + % c0s100 = 7% c0s30 — %00576 ,  cOS70 cos0 = % cos60 + % c0os80 = — % cos110 — % c0s90 |,
€0Ss70 c0s90 = 1 c0s1660 + 1 €0s20 = — 1 c0s0 — 1 cos150 , ¢os76 cos130 = 1 €0s200 + 1 €0s60 = — 1 c0s30 — 1 cos110 ,

2 2 2 2 2 2 2 2
€0s76 cos156 = % €0s220 + % €0s86 = — % c0s50 — % c0s96 €0s116 cosb = % €0s1260 +% €0s100 = 7% €0s50 — % cos76
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€0s110 c0s90 = % €0s200 + % €0s20 = —% c0s30 — % c0s150 , co0s116 cos136 = 5 L cos240 +1 3 1 cos20 = —3 L cos70 — 3 coslSG €0s1160 cos150 = > 1 cos260 + 1 3 1 cosa0 = —; €0s90 — % c0s130

D'ou, en remarquant que chaque terme (parmi les cosk® avec k impair dans [1, 15]) apprait 4 fois avec le coefficient —% ,on

trouve @ XX, =-2 (cos((-)) +c0s(30) + cos(50) + cos(76) + cos(98) + cos(118) + cos(130) + cos(150) ) = —2(X tX%x)=-1
d) Déduire de ce qui précéde des expressions de X; et X, par radicaux Carrés (vavec le symbole y .

Puisque X; + X, = % et X; X, =—1, on sait que x; et x, sont les racines de I'équation : z° — % z—-1=0. Cette équation posséde

pour solution 1 +2/1_7 et 1 _2/1_7. D'autre part on sait que X; est positif, donc x; = 1%@ et x,= 1%@
PROBLEME : Racines 11*™ de 1

1) Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On note U, ={z € C|Zz"=1 } I'ensemble des racines n-iémes de l'unité.
a) Déterminer les éléments de U, . Montrer que leur somme est nulle
b)  Montrer que (U,, x) est un groupe commutatif (les propriétés de la multiplication dans C sont supposées connues)
Ce sont deux questions de cours...

2im

11
I)Soitu=e .OnposeS=u+ud+u+ut+u’et T=w?+u+u +u®+u®.

11—letque u =1
u

a)  Montrer sans calculs que S et T sont conjugués (utiliser u
Les conjugués de u, u®, u*, u® et u® sont respectivement u'®, u®, u”, u®, u* donc S et T sont conjugués

b)  Montrer que la partie imaginaire de S est positive (sans calcul numérique)

La partie imaginaire de S est : sin (2—7‘> +sin (6 +sin (8 ™) + sin (19 n) +sin (18 “)
11 11 11 11 11

Dans cette somme, sin(e—“> et etsin (81_D sont positifs car les angles correspondant sont dans [0,r] alors que
sin (ﬁ +sin ) +sin (10 “) =2 cos(ﬁ—Tc sin (10 ’T) +5sin (10—“> =(1+2 cos(M ) sin (M qui est positif car
11 11 11 11 11 11
2 cos@—D > —1. Ainsi la partie imaginaire de S est positive.

c) DémontrerqueS+T= —1 et SxT=3.Endéduire lesvaleursde Set T

10 10
S+T:Z(u)k22(u)k—l Donc S+T=-
k=1 k=0

En développant S x T, on obtient :
S><T:u3+u7+u8+u9+u11+u5+u9+u10+u11+u13+u6+u10+u11+u12+u14+u7+u11+u12+u13+u15+u11+u15+u16+u17+u19
Donc, compte tenu que u** =1,

SXT=P+u+WB+0+ 1+ +W0+ul+ 1+ + U +ul+1+u+0® +u +1+u+ 0P +u +1+0+ W+ U+ B=5+2(S+T)
Donc SxT=3

Ainsi S et T sont les solutions de I'équation : z2 + z + 3 = 0. Cette derniére a pour solution = 1 +2' V11 et =1 _2' Vi1

Donc compte tenu de la question b), ona: S = M et T= _1;2'@

d) A laide des formules d'Euler, montrer que : itan (3ﬂ)—“ :1- 72(7 u) puisque : 4i Sin(zl_f) =2 (u-—u
u’ 1
i 3 |9 e—le 62|e_1 -
SoitO unréel.Ona: |tan(6)- —5= 770
O e e +1

. N P 3_ 3\ 11
En appliquanta 6 =3% onabien ; itan (3z)=Y 1= _ -u caru—- =
PP 11 1) u*+1 Z_:( )
Deméme, 2(U—-u)=2@Uu-tu)=4ilm(u)=4i sinG—D
e) Endéduire que :tan (?i_f) +4sin (21_11) =i(T-9) =11
i tan (i—f)+4isin<21—f> e —utrut U - S H2u 20 = ur P Ut U - B+ U U+ B+ U Dol i

3n iSi 2_7.[ =S _ insi : 3n i 2_71: =i — =
tan (ﬁ)+4lsm<11 S—T. Ainsi : tan (11)+4sm(11) i (T-S)=+/11
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