Lycée Marceau MPSI 2014/2015 Le lundi 22 septembre 2014

DEVOIR SURVEILLE N° 1 (4 HEURES)

Ce devoir est constitué d’un petit probléme et de cing exercices. L’ordre des exercices ne correspond a
aucun critére de difficulté ou de longueur : vous pouvez les traiter dans 'ordre que vous voulez. Veillez
a soigner la copie tant pour ’écriture, la propreté que pour la rédaction, la rigueur et I’argumentation.
La calculatrice est autorisée. Vous numéroterez vos copies et ferez apparaitre clairement sur la premiére
page le nombre de copies.

Probléme : Etude de la fonction f(z) = 21

' vbH—4cosx
Soit f la fonction définie par f(x) = e
1. Déterminer le domaine de définition Dy de f. Réduire le domaine d’étude par les éventuelles pério-
dicités.

2. (a) Etudier le signe de f(z) — sinz sur [0, 7]
(b) En déduire le signe de f(z) — x sur [0, 7]
(© )
(a)

(b) Tracer le graphe (G) de la fonction f.
(¢) Démontrer que f ([0,4]) C [0, 1]

4. Soit h la fonction définie par : h(x) = th(f(z)) = th (%)

Pour quelles valeurs de z, a-t-on f(x) =z7?

3. Etudier les variations de f.

(a) Déterminer le domaine de définition de h
(b) Etudier les variations de h.
(c) Tracer le graphe (G’) de la fonction h.

Exercice 1 : Etude de la fonction f(z) = z,/%

z—1

Soit f la fonction définie par f(z) = x\/2

1. Déterminer le domaine de définition Dy de f. Réduire le domaine d’étude par les éventuelles pério-
dicités.

Etudier les branches infinies en 400 et —oc.

Etudier les autres branches infinies éventuelles de f

Dresser le tableau de variation de f7

Ot W

Tracer le graphe de la fonction f. On précisera, aprés étude, la pente de la tangente au point
d’abscisse 1
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Exercice 2 : Résolution d’une équation algébrique a ’aide de tan

X . e 1 1
Soit @ un réel distinct de 7 et — 7

1. Calculer tan(30) en fonction de tan6.

2. Résoudre dans R I’équation :

3z —2®  3a—d
1—322  1-—3a2
On pourra raisonner soit de maniére algébrique soit en utilisant la formule de trigonométrie établie

en 1).

Exercice 3 : Equation 23 + (5 — 2i)2% + (13 + 41)z + 3(11 — 2i) = 0

Soit I’équation d’inconnue complexe z :
25+ (5—20)2° + (13 + 4i)z + 3(11 — 2i) = 0 (E)

1. Déterminer le nombre de solutions réelles de (E) ainsi que, le cas échéant, ces solutions réelles.

2. Déterminer le nombre de solutions imaginaires pures de (E) ainsi que, le cas échéant, ces solutions
imaginaires pures.

3. En déduire toutes les solutions de (E)

2w

Exercice 4 : Somme liée a e 7

Soit u=e7. On pose : S =u—+ u®+u* et T = ud + u® + ub
1. Calculer S+ T et S xT
2. En déduire les valeurs de S et de T’

Exercice 5 : Exercice de trigonométrie

1. Déterminer le maximum et le minimum de la fonction définie sur R par :
f(z) = 3cos(x) — v/3sin(x) + /6.
2. Déterminer les solutions de 'équation définie sur R par g(x) = v/3 cos(z) — 3sin(z) — 3

3 cos(z)—v/3sin(z)+v6
V3 cos(x)—3sin(x)—3

3. Déterminer le signe sur Uintervalle [—m, 7| de
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CORRECTION

Probléme I : Etude de la fonction f(x) = \/%

1. |Df =R, f est 2r— périodique et impaire|. On étudie sur [0, 7] et on compléte par symétrie de

centre O et par translations successives de + 27 i

2. (a) f(z) —sinz = \/571;153225?1(;0%1)@”) Donc |V € [0, 7], f(x) < sin(z)

(b) Comme sur [0, 7], on a sinx < x avec égalité ssi x = 0, on a alors :
Vo € (0,7, f(z) < sin(z)

(c) Dans l'inégalité précédente, on a égalité sssi on a égalité a chaque fois : cela ne se produit que
si

3. (a) fest dérivable sur [0,7] et on a : Vo € [0,7], f(z) = G=cosz)@eosl)

3
(5—4cosz)?2

On en déduit le tableau de variation :

T 0 3 5 T
f'(x) + 0 - -
(@) T
0 / T

(b)
(¢) L’étude précédente montre que f([0,7]) = [0, 3] | f([0,3]) € [0,2]

2

4. Soit h la fonction définie par : h(z) = th(f(z)) = th <¢%>

h est définie sur D, = R‘. De plus, comme f étant 27—

(a) th étant définie sur R et f aussi,

périodique et impaire, | h est 2m— périodique et impaire‘

(b) th étant strictement croissante sur R, les variations de h sont les mémes que celles de f. Seules
les limites changent

x 0 3 5 70
f'(z) + 0 - -
- / th (3) — <%>
0 T
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(c) On ne voit guére la différence avec le graphe de f

AN ANAY

0.0 0.0 i
\j \/ 02
-0.5
-0.4
0 =5 0

-1.0 — -0.6

r—1

Exercice 1 : Etude de la fonction f(z) = z,/7

L. |Dy =]—o0,—1[|J[L, +oo]] .

2. On montre aisément que le graphe de f admet la droite d’équation ¥ = X — 1 pour
asymptote en +oo et en —oo On peut préciser que la courbe est au-dessus de son asymptote en
+00 et en-dessous en —oo

3. Comme lim, , |- f(z) = —o0, le graphe de f admet une asymptote verticale d’équation X = —1

En 17, f est continue est admet pour limite f(1) = 0. L’étude de la limite du taux de variation,
limite qui est infinie, montre que le graphe de f admet une demi-tangente verticale au point
d’abscisse 1

4. f est dérivable sur Dy \ 1 car produit et composée de fonctions dérivables 1a o elles sont définies
sauf pour la fonction racine qui n’est pas dérivable en 0. On a :Vz € ]—oo, —1[J]1, +o0[, f'(z) =

2 tx—1 : sy _ 1+v5 _ 15 4 :

—LETT—_ ce qui est positif sauf entre « = — 2 < —1 et f = —35= €] — 1,1[. On en déduit le
(z+1)% /21 4 b 2 B 2 ] [

tableau de variation :

T —00 B EAVA] -1 1 +00

+00

4

Exercice 2 : Résolution d’une équation algébrique a ’aide de tan
1. Tout d’abord, d’aprés la formule de MOIVRE,

cos(36) + isin(30) = (cosf + isin#)® = (cos® § — 3 cos @ sin® §) + (3 cos? §sin  — sin® f),

4
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et par identification des parties réelles et imaginaires,

VO € R, cos(30) = cos® § — 3 cosfsin® 6 et sin(36) = 3 cos?Hsinf — sin® 6.

Ensuite, tan(30) et tan 6 existent < 30 ¢ T +7Z et 0 ¢ T + 7
&30¢ 5+l 0¢ %+ Z7Z. Soit donc 0 ¢ T + T7Z.

sin(30)  3cos’fsinf —sin®6  3tan6 — tan® 0
cos(30)  cos3f — 3cosfsin?f 1 —3tan?f '

aprés division du numérateur et du dénominateur par le réel non nul cos® 6.

tan(360) =

VO € R\ (% +IZ), tan(39) = Stanf—tan’o

1-3tan26

2. Soit a # j:\/ig. 1ére méthode. a est bien siir racine de I’équation proposée, ce qui permet d’écrire :

3 3

3r—x _3a—a

3.7 = 132 & 3z — 2°)(1 — 3a?) = (1 — 32%)(3a — a®)

1
car £ —= ne sont pas solution de I’équation
( 7 p q )
& (v —a)((3a® = 1)2* + 8ax — a* + 3) = 0.
Le discriminant du trinéme (3a? — 1)2? + 8ax — a? + 3 vaut :
A = 64a® — 4(3a® — 1)(—d® + 3) = 12a* 4 24a® + 12 = (2V3(a® + 1))% > 0.

L’équation proposée a donc trois racines réelles :

1—3a2 ’ 1—-3a?

S = {Cl 4a—/3(a?+1) 4a+\/§(a2+1)} '

2éme méthode. Il existe un unique réel a € }—%, o [\ {—% %} tel que a = tan a. De méme, si
—rz

x est un réel distinct de j:\/ig, il existe un unique réel 6 € ] [\ {—%, %} tel que x = tanf (a
savoir a = arctana et § = arctan ). Comme j:\/ig ne sont pas solution de I’équation proposée, on a :

3 — 2° B 3a — a® - 3tanf — tan® 0 B 3tan a — tan® a
1—322 1-—3a2 1—3tan?d 1—3tan’a

<:>39€304+7TZ<:>9604+§Z.

< tan(30) = tan(3«)

Ceci refournit les solutions x = tan a = a, puis

. 7\ _ tanattan®  44/3 _ (a+V3)(1+V3a) _ 4da+v3(a?+1)
T = tan (Oé + §) _ 17tanatan% T 1-v3a 1—3a? _ 1—3a?
_ 7w\ _ 4a—V3(a?+1)
et x = tan (a 3) = 1342

Exercice 3 : Equation 23 + (5 — 2i)2% + (13 + 41)z + 3(11 — 2i) = 0
On notera P le polynéme défini par :
Vze C,P(2) =23+ (5 —2i)22 + (13 + 4i)z + 3(11 — 24)

1. Soit z un réel.

z solution de (E) <= 2%+ (5 —2i)2% + (13 +4i)z + 3(11 — 2i) =0

22 4+522+41324+33=0
22 —-2243=0
Or léquation 22 — 22 + 3 = 0 n’a pas de solutions réelles, donc I’équation (E) ne posséde pas
de solutions réelles.

= P +522+4132+33+i(—222 442 —6) =0 <
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2. Soit y un réel et z = iy.

z solution de (E) < —iy® — (5 —2i)y? + (13i —4)y + 3(11 — 2i) =0
—5y? — 4y +33=0
-3 +2y°+ 13y —6=0
Or l’équation —5y% —4y+33 = 0 a pour solution —3 et %, et on vérifie aisément que —3 est solution
de I'équation —y? 4 2y% + 13y — 6 = 0 alors que % ne 'est pas. Donc ’équation (E) posséde une
et une seule solution imaginaire pure : —3i.

— Sy —dy+33+i(—yP+22+ 13y —6) =0 —

3. D’aprés les questions précédentes, on peut factoriser P par z+3i. Ona: P(z) = (2+3i) (22 + (5 — 5i)z — (2
La résolution de (E’) : 22 4+ (5 — 5i)z — (2 + 114) = 0 nécessite le calcul de son discriminant. On
a:A=8—6i=(3—1i)" On en déduit les deux solutions de (E’) : —1 + 2i et — 4 + 3i. Ainsi les
solutions de 1’équation (E) sont : —3i,—1+2i et —4+ 3i

2im

Exercice 4 : Somme liée & e7
Soit u=e7. On pose : S =u—+ u®+ut et T = ud + u® + ub
1. S+ T est la somme des racines 7-iémes de 'unité sauf 1. Done S +7 = —1.
En développant S x T, on trouve : S x T = u* + u® + 4" +u® + " +u® + 4" + ¢ +u'! =
w1+ P+ 1+ u+ 1+l +ut=S+T+3. Dou: SxT =2.

2. On en déduit que S et T sont les racines de 'équation X2+X+2 = 0. Ainsi {S, T} = {%ﬁ, A_T“ﬁ}

D’autre part : Im(S) = sm( ) —I—sm( ) + sin (8”) = sm( ) +2sin ( C ) oS (2”) > ( car somme

7 7
de réels positifs.

—1+iV7T —1—iV/7T
2 )

5 }, S est celui dont la partie imaginaire est positive.

Ainsi, parmi les éléments de {
(S.T):< 1—5—7\/? —1— 7\[)

2

Exercice 5 : Exercice de trigonométrie
1. Ona f(z) = 3cos(x)—/3sin(r) +v6 = —2v/3 (cos (z—52) — ﬁ) Donc, en utilisant les extremas
connus de cos, on en déduit que les extremas de f sont 23 <1 + ) 2f< )

2. Ona: g(x) = v/3cos(x)—3sin(z)—3 = 2v/3 (cos (x+3) - ‘/73> Ainsi les zéros de g constituent
I’ensemble {—% + 2kr|k € Z} | J{—2 + 2kn|k € Z}

3. En utilisant les expressions précédentes que I'on transforme a I'aide de la formule trigonométrique
cosp — cosq = —2sin ( ) sin (p+q) on trouve :

3cos(a;)—\/§sin(x)+\/6 4\/§sm< - ) sm(#)
V3 cos(z)—3sin(z)—3 74\/§sin(“2?>‘) sin<’”+ﬁ)

D’ou le tableau de signe :

3

‘T - =4 -5 r ™
. 1713—7" z—1T
sm( 22)sm< 21> - 0 + + + 0 -
—sin <x§%> sin <zzg) — - 0 + 0 - -
3 cos(x)—v/3sin(z)4+v6 N _
V3 cos(z)—3sin(z)—3 + 0 + 0 +




