MPSI 2014/2015 Pour le jeudil6/10/14
DEVOIR EN TEMPS LIBRE N°3

EXERCICE : EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE

1) Soit fy définiepar fy (x) = 1TX2 Injx| Etudier les variations de la fonction f, (On montrera en particulier que fo' s'annule pour deux valeurs
X
positives de x : a.e ]0,1[ et Be]l,+o[) Donner I'aspect de la courbe représentative de f,

fo est définie sur R™ et est impaire. On étudiera sur ]0,+co[ et on complétera le graphe par symétrie de centre 0.
lim fo(X) =0 (par comparaison des puissances et des Iogarithmes) et lim fo(X) = 0 (car x In|x| tend vers 0 lorsque x tend vers 0)
x—>0

2

X — +ao . ) ) )

f, est dérivable sur R et sa dérivée vérifie : Vx eR”, fo'(x) = 11X )(I £1X;)§ ) Injx|
2

On pose ¢ la fonction définie sur 10,1[ U J1, +oo[ par ¢(x) = i*x + Injx|

On sait que, sur R”, fo'(1) = % et fo'(x) est du signe de (1 —x?) @(x) sur]0,1[ U1, +oo[
2\2
¢ est dérivable sur ]0,1[ U ]1, +oo[ etona: V x € ]0,1[ U1, +oo[, 9'(X) = i(lllz)% .
X(1—X
Ainsi o est strictement croissante sur ]0,1[ et sur ]1, +oo] .
Or o est continue sur ]0,1[, lim @(x) =—o0, lim_p(x) =+ .
X — 0" X—1
Donc par le théoreme d'homéomorphisme, ¢ réalise une bijection strictement croissante de ]0,1[ vers R
De méme, ¢ est strictement croissante et continue sur ]1, +oo[ , Iirq+(p(x) =—o0 et lim ¢(X) =+, donc ¢
X— X — +oo

réalise une bijection strictement croissante de ]1, +oo[ vers R
En particulier il existe un unique couple (a,B)]0,1[ % ]1, +oo[ tel que (o) = @(B) = 0 et de plus on a (par

monotonie...) : V x e J0,a[ U1, B[, o(X) <0 et V x eJo,1[U1B, +oo [, 9(x) > 0.
On en déduit le tableau de variation de fy sur R, :

0 o R + oo
fo' (X) — 0 + 0 —
0 fo ()
fo (0 \ / \
fo ()] 0

2
2) Montrer qu'il existe 3 réels a, b et c (et déterminer les valeurs de ces réels) tels que, pour tout x # 0, 1-x" _a,bx+c

x(1+x) x 1+x°

2
En déduire les primitives de x — ——X_
X (1+Xx9)

sur l'intervalle I, avec | =]0,+of ou ] — oo, O
Par décomposition en éléments simples, on sait qu'il existe un unique triplet (a,b,c) de réels tel que : pour tout x

2
,L=X -3, DX+C 5y gptient en utilisant la méthode classique :a=1, b=—2 etc= 0
X(1+x) x 1+X

2
Donc la fonction : x — In|x| — In(1 + x°) est une primitive de x — Xl‘—xxz) sur ]0,+oo[ ou ] — oo, O[

1+

3) On considére I'équation différentielle : (L) x(1+x3)y — (1-x)y = x
a) Sur quels intervalles résout-on (L) ? (On proposera deux intervalles notés pour la suite 1, et 1, )
Pour se ramener au cas usuel "y'+a(x) y =b(x) " avec a et b continues sur I, il faut travailler sur

A 1ot . 1% 1
I=]-00,0[=1; ou 1=]0,+oo[ =1, L'équation (L) devient alors: y'— =
] ’ [ 1 ]1 [ 2 q () y X(1+X2)y (1+X2)
b) Soit (H) I'équation homogeéne assogiée a (L). Résoudre (H) sur Iy et sur I,
L'équation (H) est : y' — ﬁ y =0. D'aprés la question 2) et la forme générale des solutions d'une

équation différentielle linéaire du premier ordre sans second membre, on sait que les solutions de (H) sont les

fonctions y, : I > R, x> A 1 fxz avec A une constante.
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C) Vérifier que la fonction f, étudiée précédemment, est une solution de (L) sur I, et sur I,

. 2 2
On avait montré a la question 1 que : Vx eR", fo'(x) = XD+ (1 —x) Injx]

(1+x%)°
- 2 - _ 2 _ 2
or vXeR,|mm=iEQl%iiQ. Dom:VXER,fd@):X+$afi%dm::Xéji&fd@ tri

Ainsi fo est une solution de (L) sur Iy et sur I,

d) Résoudre (L) sur I, etsur I, .
Puisque les solutions de (L) sur I s'écrivent comme somme d‘une solution particuliere de (L) sur |
et d'une solution de (H), les solutions de (L) sur I sont donc les fonctions :

il >R x> 5 i(xz (In|x| + A) avec A une constante

4) a) Montrer qu'il existe une unique application g; de ] — oo, O[ vers R, que I'on précisera, solution de (L) sur ] — oo, O[ et telle que gi(—1) =1

_ 1-% 1
= +
Par unicité de la solution au probléme de Cauchy sur l; =] — o, O[ : {y X0+ "I+ il existe une
y(-1)=1

unique fonction g; solution de (L) sur I, et telle que g1(-1) = 1.

Comme on sait qu'il existe une constante A; € R telle que : Vx ely, gi(x) = 1 fxz( In[x| + A1), on déduit de

la relation g1(—1) = 1, que la constante A, vaut — 2.
AMQm%ﬂﬂmthm:heRm—>lx(mM—azhw—Z X

+Xx° 1+x°
b) Montrer qu'il existe une unique application g, de ] 0, +oof vers R, que I'on précisera, solution de (L) sur] 0, EOC[ et telle que g,(1) =0
. 1-x
C . R y = nY * 3 L.
Par unicité de la solution au probleme de Cauchy sur I, = ]0, +oo[ : X (1+x9) 1+x° il existe une

y(1)=0
unique fonction g solution de (L) sur I et telle que g>( 1) = 0.

Comme on sait qu'il existe une constante A, € R telle que : Vx €l,, ga(x) = ﬁf( Injx| + A,), on déduit de

la relation g»(1) = 0, que la constante A, vaut 0.

Ainsi gz est lafonction: gy : I, > R, x> 1 fxz In|x| = fo(X)
9(x) =0gi(x) si xe] -, 0[
C) On considere la fonction g définie sur R par {g(O) =0 Montrer que g est continue sur R. g est-elle une solution de (L) sur R ?
9(x) =gx(x) si xe]0, + oo

Puisque I'on sait que les limites & gauche et & droite en 0 de la fonction fy sont nulles, on en déduit que les limites
a droite et a gauche de g existent et valent 0 qui est g(0). Ainsi g est continue en 0.

Or g étant solution de (L) sur Iy et sur I,, g est dérivable (donc continue) sur ces intervalles donc sur R". Aussi g
continue sur R

Or g n'est pas dérivable en 0 car 1im 30=90) = _ o (rem:onaaussi lim I —90) = o)

x— 0" X X—0 X
Ainsi g n'est pas dérivable sur R et n'est donc pas une solution de (L) sur R
d) Existe-t-il des solutions sur (L) sur R
Il n"y a pas de solution sur R car quelle que soit la solution f; sur I, la limite en 0 de f, vaut 0 et celle du taux de

fL.(x) -0
X

variation vaut —oo : aucune solution sur I; ne posséde un prolongement dérivable en 0 donc aucune solution sur I,

courbes mtégrales

ne posséde un prolongement dérivable sur R

5) a) Si h; est une solution de (L) sur] 0, +oo[ , que dire de la limite de h, en + 0 ?
Par comparaison des puissances et des logarithmes ona lim hy(x) =0

X — +o0 0.51
b) Si h, est une solution de (L) sur ] — oo, O[ , que dire de la limite de h,en — o0 ?
Par comparaison des puissances et des logarithmes ona lim hy(x) =0 ﬁ /X
X—>— ™ t t + + + + q
C) Tracer quelques courbes intégrales  Les réels o et  vus dans le 1) ont pour valeurs
approchées : 0. =0,3a102prés et p=3,31a107°prés
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