MPSI 2014/2015 Pour le lundi 17/11/14

PROBLEME : Formule d'inversion de Pascal CORRIGE

k k
On considere deux suites de réels (a,)nen et (by)nen Vérifiant : YneN, a, = Z Cn b, ou les Cﬂ désignent les coefficients binomiaux.
k=0

Le but de I'exercice est d'exprimer, pour tout n, b, en fonction des ay.

1) Montrer que : VneN, VpeN, VkeN : k<p<n:C C Cn+1Cn+1k
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2) Montrer que : VneN, YkeN: k<n= Z (-1)! C .. =L K
=0
n+1-k

Soit (n,k)elN?aveck<n.Ona:0=(1+(—1))""* k= Z(—l) lek
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D'ou Z 1 C= D EDC, — (=) = (1
i=0 i=0
3) Exprimer, pour neN, by.1 en fonction de an.1 et des (by)ocken
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4) On suppose que pour un certainmeN,ona: VneN,0<n<m= b,= Z (-1) C ac Calculer alors by en fonction des (aw)ockems1
k=0
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5) Montrer alors la formule d'inversion de Pascal : VneN, b, = Z (-1) C a
k=0

La relation demandée est vraie pour n = 0 (car elle affirme by = a ce qui est vrai d'aprés a, = Z C: b, avec n = 0)
k=0
De plus, d'aprés la question 4), la propriété est "fortement™ héréditaire.

- 7 \ 7 n-k k
Aussi par théoréme de récurrence forte :VnelN , b, = Z (-1) C, a

6) En déduire une expression de X" en fonction des ( (1+X)")osken

n
k . oy . . - N
Ona:VvnelN, (1+X)"= Z c_x“. D'ou en utilisant la formule d'inversion de Pascal que I'on vient de montrer a la
k=0

n
question 5), ona: VneNN, X" = Z (—1)n_k C: 1+ X)*
k=0
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