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DEVOIR EN TEMPS LIBRE N°6

CORRECTION : Etude des suites homographiques

Partie | : Etude générale d'une suite homographique
idé i &fini d . d —ax+h _
On considere la fonction f définie sur IR\{ E} par: VXER\{ E}’ f(x) = avec ¢ (ad —bc) =0

1)  Montrer que I'équation : f(x) = x admet soit 1 ou 2 solutions (appelés points fixes de f) dans FR\{ 9} soit aucune solution réelle.

Pour x # 75 f(x) = x < ¢ x* + (d —a) x — b = 0. Cette équation admet : soit deux racines complexes conjuguées non réelles si

A= (d—a)?+ 4 bc <0, soit une solution réelle double si A =0 et deux solutions réelles distinctes si A >0 . Puisque —% n'est

pas solution de I'équation (car ad — bc est non nul), les solutions réelles sont bien dans R\ {72}

Donc I'équation : f(x) = x admet soit 1 ou 2 solutions (appelés points fixes de f) dans R\{_g} soit aucune solution réelle

On considere dorénavant la suite (U,)nen définie par : up eR\ {,9} et VnelN, Unst = f(Un)
c

On suppose pour l'instant que la suite existe effectivement on étudiera plus tard les conditions d'existence de la suite en fonction de up.
2)  Montrer que si f n'a pas de point fixe alors la suite (up)nen diverge

Si la suite (U,)hen CoONverge. Sa limite ¢ verifie : soit ¢ = ’% soit f(¢) = ¢ car f continue sur R\ {%}

Or f(¢)=¢ estimpossible car f n'a pas de point fixe réel
De plussi /¢ = 7g , puisque |f| admet + oo pour limite en 75 la suite de terme général |un.1| divergerait vers + oo ce qui est

incompatible avec la convergence de la suite (u))nen  Aussi, si fn'a pas de point fixe, (Up),en diverge

3)  On suppose que f admet au moins un point fixe c.. Montrer que s'il existe un entier p tel que u, = o alors la suite (Un)nen €St stationnaire, que, si p >0, up.; est
aussi égal a o et qu'en fait la suite (un),en €St constante.

Si up = a.. Puisque f(a) = a, on montre par une récurrence immediate que YneIN, n = p = u, = a . Donc la suite (uy)nen St

stationnaire.

Par ailleurs, si p>0 et u, = a.. Alors : f(up4) = o < (a—ca) Uy =da—b donc up4 est solution d'une équation du premier degré

(car a—ca estnon nul sinon do — b le serait aussi et on aurait alors ad — bc = 0), dont o est une solution évidente.

Ainsi up.; = a . Par une récurrence immédiate (mais finie) on montre que : VnelN,p=n=0= Uy, = a

En particulier ug = o et donc la suite (u,)nen €St stationnaire a partir du rang 0 c'est a dire qu'elle est constante.

4)  On suppose que f admet deux points fixes o et B et que U #= .. On peut alors étudier la suite (Vo)aen définie par la relation : VnelIN, v, = =§

Uy — o
La suite (Vp)nen €St bien définie car pour tout n, u, = o
a) Montrer que (Vn)nen €St géomeétrique de rapport C%_“é

VnelN, Vo =Ys=B Or: yy,,—p=2U*b ap+b_ (ad-b0) U ~B) o de méme up,y — o =B4=DO) Uy —
Uns1 — O Cuptd cB+d (cuy+d)(cp+d) (cup+d)(co+d)

= card La suite (Vo)nen €St géométrique de rapport ¢e+d

cp+d cB+d

b)  Exprimer alors v, en fonction de n puis u, en fonction de uq.

n
Onpose k=S%*d " Ona: wnelN, v,=k"v, etdonc, puisque u, = M ona: VnelN, u, =% =B K —P (U-0o)
cp+d Vo — (U= PB) K" = (Uo— )
c)  Cette derniere expression étant valable tant que u, est définie, trouver une condition sur uo pour que la suite (un)sen Soit bien définie. On trouvera une
condition du type : up & E ou E ensemble des termes d'une certaine suite.

Aussi : VnelN, Vpig =

n+1l
u———<:>v —il\:}—@vn—E@vo—k—I o U-B - W@U():“—_ﬁknk—ﬂ
Up—a -

Donc la suite (Up)hen €st bien définie ssi ug ¢ {l—‘3k—| neIN}

kn+1

5)  On suppose que f admet un seul point fixe o et que up = o.. On peut alors étudier la suite (vo)nen définie par la relation : VnelN, v, =

Uy —
La suite (Vp)nen €st bien définie car pour tout n, u, # o
a) Montrer que (Vn)nen est arithmétique
VNEN, Vo= —L . OF: Uy — =2t _2a+b_ (ad—bo)(w —a)
Uns1 — O cup+d ca+d (cu,+d)(ca+d)

2
De plus puisque A=0,0na: o= % et b=ca?. Donc :ca+d:¥ et ad—bt::§¥L:(00c+d)2 Ainsi :

(cuptd)(ca+td)_ 1 _ (cuptd)(cat+td)—(@d-bc)_cu,+d— (ca+d) _ c _2c

vnelN, Vy—V,=
(@d-bc) (uy —a) Uy —a (ad — bc) (u, — o) (ca+d)(uy, —a) (ca+d) a+d
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Ainsi : (Vp)nen €st arithmétique de raison ;f+_cd

b)  Exprimer alors v, en fonction de n puis u, en fonction de uq.

Ona: VnelN, v,=vp+ icrgj et donc, puisque U, = o+ L ona: u,=o +—@*d (U~ )

Vi a+d+2c(U-a)n’
c)  Cette derniére expression étant valable tant que u, est définie, trouver une condition sur ug pour que la suite (un)nen SOIt bien définie. On trouvera une
condition du type : up £ E ou E ensemble des termes d'une certaine suite.

_ d __2c __2c — a+d
Uy=—=- S V=-—— S Vg=—-—(N+1) & W= 00— ———
"¢ " a+d 0 a+d( ) o= @ 2c(n+1)
Donc la suite (u est bien définie ssi u _a+d heN

(n)neN Oﬁé{ 2¢ (n+1)

Partie 11 : Etude de deux exemples

1)  Soit la suite (Up)nen définie par @ up = 2 et la relation VnelN, Uns = 4Un_+52
Uy +

a) Montrer que : VneN, u, >0
Par récurrence immédiate, ona : VnelN, u, >0
b)  Montrer que I'équation 4x+52 = x possede deux solutions c et p avec o <0 et >0
X+

x:4XT+52<:>x2+x—2:0 o x=lou X= —2
X

c) Soit lasuite (Vy)nen définie par: Vn <IN, v, = %W=B . Montrer que la suite (V,),en €St bien définie et qu'elle est géométrique.
o

Uy, —

La suite (Vy)nen telle que: Vn elN, v, = E“;; est bien définie car le dénominateur n'est jamais nul.

n

- 4up+2_ ] 3 1 1

De plus, VnelN, vy, = 4=l = th*S = SUn—> . Aussi la suite (v, est géométrique de raison =

p n+l = Uy ¥ 2 I +52 12 6 U+ 12 2 ( n)neN g q 2
u, +

d)  Exprimer v, en fonction de n puis u, en fonction de n

. _1 1 +2v, 2% +2
Ona.VneIN,vn—?vo ik D'ol, VnelN, u, = Tvnn__z“*z—l

e)  Endéduire la convergence de la suite (U),en ainsi que sa limite

Par comparaison des suites géométriques et des suites constantes, on en déduit que (u,)nen CONverge vers 1

2)  Soit la suite (Up)pen définie par : up = 4 et la relation VnelN, Upsq = Z—12
3u—5

a) Montrer que : VneN, u, >?2
Ona:VvnelN, uy,=f-—1
3 3@Bu,—5)
Avec cette derniére expression, on montre par une récurrence immédiate que : VnelN, u, > 2
b)  Montrer que I'équation zx-12 = x posséde une seule solution réelle o .

3x-5

xz%@w —12x+12=0 X*—4x+4=0& x=2
o

c) Soit lasuite (Vy)nen définie par: Vn <IN, v, = . Montrer que la suite (Vy)nen €st bien définie et qu'elle est arithmétique.

U,—a
Puisque : VnelN, u, > 2, la suite (Vn)nen telle que: ¥n eIN, v, = —L est bien définie
Uy —2
De plus, YnelN, vy = —L = 3%W=5-34 1 =34y, :lasuite (V.).en st arithmétique de raison 3
Uns1 —2 U, —2 U, —2

d)  Exprimer v, en fonction de n puis u, en fonction de n  e) En déduire la convergence de la suite (Up)nen ainsi que sa limite

Ona:VnelN,v,=3n+v, :6n2+1. D'ou, VnelN, u, = 2

1 +2 Onendéduit que (Uy)nen CONVerge vers 2
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