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FONCTIONS CONTINUES DE R DANSR

A ETUDE LOCALE D'UNE FONCTION
1) Limite d'une fonction en un point a
1) Limite
I est un intervalle de R, f une fonction définie sur | et acR est un élément de | ou (extrémité de I). Soit beR.
Définition : On dit que f admet b pour limite en a ssi :
VeeR.,,38c R | vxel, x—al<d=|f(x)-b|<e.

Théoreme: Si f admet b pour limite en a alors le nombre b est unique.

Définition: Cet unique b est appelé limite de la fonction f en a et on note :
b= Ilimf(x)=Ilimf

X—a a

De_m: Supposons par I'absurde qu'il existe deux éléments distincts b et b' tels que :
VeeR,, 3 R Vxel, [x—a|<d = |fx)—b|<e (1) et
VeeR", 35e R vxel, x—al<&=|f)-b |<e (2)
Prenons ¢ =J¥l .Onabien & € R," car on suppose b =b'. Ainsi d'aprés (1) et (2)

Iore R Vxel, x-a|<8 = [f)-b|<e et FdeR|vxel, x—al<d=|fx)-b |<e
Soit 8 = inf(8,,5,). Ona vxel, [x—a/ <= (|f(x)—b' |<cet|fx)—b|<e)
Or:b-b'=b—f(x)+f(x)—b".Dou: |b—b'|<|b-f(x) | +| fx) -b'] .
Ainsi : Vxel, x-a|<8d = |b-b< | b —f(x) | + | f(x) —b' | <2¢ =J%l ce qui est impossible si |b —b’| > 0. On obtient donc une contradiction avec
I'hypothése de départ et donc le théoreme est montré.
De méme on pourrait définir la limite en + oo ou —o ou des limites infinies en a ou en +oo ou en —o

Définition : Onditque ....... .. S
f admet b pour limite en a ve>0, 36>0 | VX el, [x-a] <6 = [f(X)-b| <e
f admet b pour limite en +o0 Vve>0, IKeR | VX el, x > K = [f(X)-b| <e
f admet b pour limite en —o Ve>0, IKeR | VX el, X <K = [[f(X)-b| <e
f admet +oo pour limite en a VMeR, 36>0 | VX €l, [x-a| <6 = f(X) > M

f admet +oo pour limite en +o VMeR, IKeR | VX el, x> K = f(x) > M
f admet +oo pour limite en —oo VMeR, IKeR | VX el, x <K = f(X) > M

f admet —o pour limite en a VMeR, 36>0 | VX €l, [x-a| <6 = f(X) <M
f admet —o pour limite en +oo VMeR, IKeR | ¥x el, x> K = f(x) <M
f admet —o pour limite en —o VMeR, IKeR | VX el, x <K= f(X) <M

Définition : Siael. On dit que f est continue en a ssi f admet f(a) pour limiteenai.e. :
Ve>0, 36>0 | VX €l, [x-a| £ 8 = [f(x)-f(a)| <e

Remarqgue : Si ael et si fa une limite finie en a, cette limite est nécessairement f(a)

Définition : Si ae | avec agl. On dit que f est prolongeable par continuité en a ssi f admet un
prolongement sur 1 U {a} continu en a.

Propriété: f prolongeable par continuité en a ssi f admet une limite finie en a.

Propriété: (i) Si beR, dire que f admet b pour limite en a (éventuellement infinie) équivaut a dire que

f—b admet 0 pour limite en a
(i) Si aeR, dire que f admet b (éventuellement infinie) pour limite en a équivaut a dire que

I'application t - f(a+t) admet b pour limite en 0

Dem: Les propriétés précédentes découlent directement des définitions

2) Limite a gauche et a droite
Définition : On appelle gauche de a : J-oo;a[ et droite de a Ja;+oo[
Définition : Soit ae 1 * On dit que f admet une limite a gauche en a si la restriction de fa 1 (1 ]—o0;a[

admet une limite en a. On note  lim f(x) cette limite a gauche
X—>a
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* On dit que f admet une limite a droite en a si la restriction de f &

I N Ja,+oo admet une limite en a. On note lim f(x) cette limite a droite
x—>a’

Exemple: Si aest un point intérieur & | montrer que f admet une limite en a ssi f admet des limites a droite et a gauche en a et
que ces limites sont égales

Définition : * On dit que f est continue a gauche en a ssi la restriction de f a 1M]—o0;a] est
continue en a.

* On dit que f est continue a droite en a ssi la restriction de f a I[a;+o[ est continue en a.
Exemple: La fonction x — E(x) est continue & droite en tout point mais n'est continue a gauche que sur R\Z.

3) Fonctions ayant une limite et fonctions bornées

Théoreme: Soit f une fonction admettant une limite finieena (a € R ). Alors f est bornée au
voisinage de ce point .

Remargue: "f bornée au voisinage de a" signifie qu'il existe un intervalle J, tel que f est bornée sur INJ, avec J, de la
forme [a—8;a+3] (6>0) si a fini, J, de la forme [M,+oo[ si a = +o0 et J, de la forme ]—oo;M] si a = —o0.

De_m: * Siafini. Soit & = 1. 36>0 | VxelN[a-8;a+8] , [f(X) —b|<e=1.SoitM =|p| + 1
Ona: VxelN[a-8;a+8], [f(x)| < [f(x)-b| + o] <M

* Sia=+o0. Soite = 1. IKeR | VxelN[K;+oo[ , [f(X) —b| <& = 1. Soit M = |b| + 1
On a: VxelN[K;+oo[, [f(X)| < [f(X)-b| + |b] < M

Théoréme: Soit f une fonction admettant une limite b strictement positive en a (a € ﬁ) . Alors f est
minorée, au voisinage de ce point, par un réel k strictement positif .

Dem: SOits:g et k:g .Ona ¢ >0 et k>0
* Si a fini. 38>0 | VxelN[a-8;a+3] , [f(x) — b| < g On a alors VxelN[a—8;a+d],
*Sia=+w, AMeR | YxelN[M;+s[ , [f(X) — b| < g = 1. On aalors ¥xe IN[K;+oo[, f(x)>b— gzgz K

4) Compatibilité du passage a la limite avec la relation d'ordre

Théoreme: Soient f et g deux fonctions définies sur I. On suppose que : Vx €l, [f(x)| < g(x) eton
suppose que g admet 0 pour limite en a. Alors f admet 0 pour limite en a.
Dem: Soit £>0.35>0 | VxelN[a-5;a+8] , [g(x)| < & . On aalors VxelN[a-5;a+8] , [f(X)| < e
Théoréme: Soient f, g et h trois fonctions définies sur 1. On suppose que :
Vx el, h(x) <f(x) <g(x) et on suppose que h et g admettent b pour limite commune en a.
Alors f admet b pour limite en a.
Dem: Soit £>0. 35,>0| VxelN[a-8;;a+8,] , |n(x) —b| <&, 35,0 | ¥xelN[a-85a+8,] , [g(x) —b| <e.
Soit & = inf (8,4, 5,). Ona 8>0 et : Vx elN[a-5;a+8] ,—e < h(X) —b <f(x)-b<g(x)-b<e ie. |f(X)-b|<e
Théoreme: Soit f une fonction définie sur | admettant b pour limite en a.
Alors |[f| admet |b| pour limite en a
Dem: Soit £>0. 3550 | vxelN[a-8;a+3] , [f(x) —b| <& . Or Vx €1, | [f(x)| - |b] | < [f(x) - b|
Dot vxelN[a-8;a+3] , | [f(x)| - [b]| < &
1) Opérations sur les limites
Théoreme: Soient f et g deux fonctions définies sur | admettant des limites finies en a: b et m.
Alors: 1) f+g admet b+ m pour limiteen a
2) fxgadmet bxm pour limite ena 3) SiAeR, A f admet A b pour limite en a.

Dem: 1) Soit £ >0.35,>0 | VxelN[a-5,;a+5,] , [f(x) — b s% , 38,>0 | vxelN[a—8,;a+3,] , [g(x) —m| <

N |

Soit & = inf (8, 8,). On a 5>0 et : Vx elN[a-8:a+8] , [(F(X) + g(x)) — (b + m)| < [f(X) —b|+ |g(x) —m|< & +E<¢

g
2

N m

2) Ona vx el, [f(x)g(x) —bm| = [ (f(x) —b) g(x) + 1 (g(x) —m) [ < |g(x)| [f(x) —b| + | b |g(x) —m|
Or g est bornée au voisinage de a: IM € R, , 38;>0 | VxelN[a-83;a+35] , |g(X) | < M. On peut prendre M > |b|

D'autre part, 35,>0 | VxelN[a=8;;a+8,] , [f(X) — b| < ﬁ , 38,50 | VxelN[a—8,,a+8,] , [g(x) —m| < ﬁ
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Soit & = inf (51, 85, 85). On a 50 et : VxelN[a-8:a+5] , [F(X) g(x) — b m | < [g()| [f(X) — b| + o] [g(x) —m| < & +E <

g
2

N ™

3) On applique le résultat du 2) avec la fonction g constante égale a A

Exercice: Montrer que le produit d'une fonction tendant vers 0 en a et d'une fonction bornée au voisinage de a est une
fonction tendant vers 0 en a.

Théoréme: Soit f une fonction définie sur | admettant une limite non nulle b en a.

Alors la fonction % est définie au voisinage de a et admet%

Dem: | f| admet une limite strictement positive en a : |b|. Donc 3k > 0, 3 §;>0 ; VxelN[a-5,;a+5,] , [f(X)| > k
Ainsi % est définie sur IN[a—8;;a+8;]. D'autre part, ona: VxelN[a-d;;a+8;], |%(x) —% |= [b— T < [ b—f)]

pour limite en a

bfx)| — Ibk]
Par passage a la limite dans un encadrement, on a : %—% admet O pour limite en a donc % admet% pour limite en a
Corollaire: Soient f et g deux fonctions définies sur I admettant deux limites finies b et m avec m non

f

nulle. Alors la fonction 5 est définie au voisinage de a et admet b

— pour limiteen a
m

Dem: On utilise les résultats sur I'inverse et sur le produit.

Limite d'une composee
Théoréme: Soit f de I vers J. Soit g de J vers R. Soit a et b deux points, a dans | (ou extrémité de 1) et b dans J (ou
extrémité de J). On suppose que f admet b pour limite en a et g admet m pour limite en b
Alors la fonction g o f admet m pour limite en a
Dem: Soit £>0. 3 >0 ; VyeJN[b-5;b+3] , |g(y) -m| < ¢
Or, puisque 8>0, Ip>0 vxelN[a—w;a+u] , [f(x) —b| < & . Mais alors, f(x) e JN[0-8;b+35] donc |g(f(x)) - m| < ¢
D'oli on a bien construit u>0 tel que : Vxel[a—wa+u] , |g(f(x)) - m| < ¢

Image d'une suite convergente : caractérisation séquentielle de la limite
Théoreme: Soit f de | vers R. Soit a dans | (ou extrémité de 1). Soit (Xx,)nen UNE Suite d'éléments de |
convergeant vers a. On suppose que f admet b pour limite en a
Alors la suite (f(x,))nen CONVerge vers b

Dem: Soit £>0. 3 5>0 ; vxelN[a-3;a+3] , [f(x) —b| < ¢
Or, puisque 8>0, ANeN ; VneN, n > N = |x, — a| < 3. Mais alors, x,el[a-5;a+8] donc |f(x,) —b| <&
D'ou on a bien construit entier N tel que : VneN,n>N = |f(x,) —b|<e¢
Théoréme de la limite monotone
Théoréme: Soit f monotone sur 1. Soit a dans I (ou extrémité de 1). Alors f possede des limites (finies ou non)

a gauche (sia extrémitéde 1[)]1-00,a[) et adroite en a ( si a extrémité de 1) Ja, + oo[)
De plus, si f est croissante, alors : lim f(x) =sup f(x) et lim f(x) = inf f(x)
X—>a x<a Xx—>a’ X>a

De plus, si f est décroissante, alors : lim f(x) = inf f(x) et lim f(x) =sup f(x)
X—>a x<a Xx—>a’ X>a

Dem: On travaille avec f croissante. Il faut étudier trois cas : 1) a dans | et n'est pas une extrémité de |
2) aest dans | et est une extrémité de | 3) a est une extrémité de | et n'est pas dans |
1) SoitB={y|IxelN]-o,a[;y=1f(x) } =f(IN]-, a[ ). On a B = & et B majorée car : ¥V xel]- o, a[, f(x) < f(a) car f est croissante.
Donc B possede une borne supérieure M.
Soit alors £>0. Par la caractérisation de borne supérieure, 3 x; €l]- o0, a[ ; M — & < f(xy).
Mais alors, si on pose 8 =|a— x| >0,0na: VtelN]-oo, a, t-a] <8 => M — g < f(x)) < f(t) <M i.e. [f(t) - M| < ¢

D'ou f admet une limite a gauche enaet lim f(x) = sup f(x)
X—>a X<a

De méme en travaillant avec f (IN]a, + «o[ ), on trouve lim _f(x) = inf f(x)
X—a >a

2) Si a=sup(l)alors f(IN]- o, a[ ) est majorée par f(a) et on se trouve dans le méme cas que 1)
Si a=inf(l) alors f (IN]a, + o[ ) est minorée par f(a) et on se trouve dans le méme cas que 1)
3) Si a=sup(l) alors *soit f (IN]- o, a[ ) est majorée et on se trouve dans le méme cas que 1)

*soit f (IN]- o, a[ ) n'est pas majorée et on montre que  lim f(x) =+ : En effet :
X—a

VM eR, 3x; el | f(x;) > M. Or f croissante, donc ¥x €l, x > x; = f(x) > f(x;) > M
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B FONCTIONS CONTINUES SUR UN INTERVALLE

1) Espace vectoriel des fonctions continues sur un intervalle |
Soit | une intervalle de R. f une fonction de I vers R.
Définition : On dit que f est continue sur | ssi f est continue en tout point de |

Définition équivalente : f continue sur | << Vael, lim f existe et vaut f(a)
a

Notation : On note C(l) I'ensemble des fonctions continues sur | a valeurs dans R

Théoréme: 1) V(f,g) eC(1)%, VAeR, (f+g, fxg, Af) eC(1)%. De plus si g ne s'annule pas sur I, é eC(l)

2) v(f.g) e C(1)*, sup(f.g) eC(l), inf(f,g)eC(1) et [f| eC(1)
Dem: 1) On utilise les résultats correspondants pour les limites.

2) Soita€l. *Si f(a) > g(a). Comme f — g admet une limite strictement positive en a, il existe un voisinage de a inclus dans I sur lequel f — g

est strictement positive. Sur ce voisinage, ona: sup(f,g) = f et inf(f,g) = g. Comme f et g sont continues en a, sup(f,g) et
inf(f,g) sont aussi continues en a

* Si f(a) < g(a) on inverse les rdles de f et de g dans le point précédent.
* Sj f(a) = g(a)=b.Soite>0. 35,>0 | Vx€EI, [x —a] < 8, = [f(x) —b| <&
et 35,50 | Vx €I, [x —a] <8, = |g(x) —b| < &. On pose & = inf (5,,5,). On a 5>0 et

Vx€El, [x—a| <8 => |sup(f(x),g(x)) — b| < & et [inf(f(x),g(x)) —b| < & : inf(f,g) et sup(f,g) sont continues en a.
Pour la continuité de |f| on écrit que |f| = sup(f,—f) et on utilise ce que I'on vient juste d'établir.

Continuité d'une composée

Théoréme: Soient | et J deux intervalles de R. Soit f continue de | vers J. Soit g continue de J vers R.
Alors la fonction g o f est continue sur |

Dem: On utilise le résultat obtenu pour la limite d'une composée.

I1) Prolongement, restriction
Restriction
Définition : Soit f une fonction de | vers R. Soit J un intervalle de R avec J — |.
On appelle restriction de fa J la fonction J - R, x — f(x).
Notation : On note fj; la restriction de f a J

Théoréme: Soient | et J deux intervalles de R tels que J C | . Soit f une fonction continue de I vers R. Alorsla
fonction fj; est continue sur J

Dem: Soit a€J. Soit g = f,,. Soit £>0. Puisque f est continue sur I doncena, ona:

38>0 | Vxel, [x-a] < & = [f(x) — f(a)| < &. En particulier, Vxel, [x-a] <8 = [f(x) — f(a)| < ¢ i.e. |g(x) —g(a)| <&
Ainsi g est continue en a. Ceci étant vrai pour tout a dans J, on a g continue sur J.
Prolongement

Définition : Soit f une fonction de | vers R. Soit J un intervalle de R avec | < J.
On appelle prolongement de f a J toute fonction g de J vers R, vérifiant : Vx €1, g(x) = f(x)
Théoreme: Soit | un intervalle de R et acR une extrémité de | avec agl. Soit feC(l). On suppose de plus que f admet

une limite finie b en a. Alors la fonction g : 1 U{a} > R, x = f(x) six€l et a—> b est une fonction continue
sur | {a}.
Dem: Provient directement de la définition de la continuité sur un intervalle.
Définition : La fonction précédente est appelée prolongement continu de f en a (ou on dit que I'on a
prolonger f par continuité en a en posant g(a) = b)
1) Images d'intervalles par une fonction continue
Théoreme des valeurs intermédiaires
Théoreme : Théoréme des valeurs intermédiaires: Soit f une fonction continue sur un
intervalle I. Soit (a,b)el?avec a <b . Alors toute valeur comprise entre f(a) et f(b) et atteinte par la
fonction f sur [a,b].
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Dem: Quitte a changer f en —f, on peut supposer f(a) < f(b). On considére d une valeur comprise entre f(a) et f(b). On
construit alors les suites (a,)nen €t (bn)nen de la maniere suivante :
*Onposeag=a et bp=b : ona ay<bhy et f(ay) <d<f(bo)
* Supposons construits a, et b, telsque a,<b, et f(a,) <d<f(b,). Onpose c, = %

e Si f(c,)<d onpose ani=C, et by =D,
e Si f(c,)>d,onposean =a, et bpy =¢,
Dans les deux cas on a a, < apsy < bpey by, et flans) < d < (b))
La suite (an)nen €St croissante, la suite (b,),en €St décroissante et la suite (b, — a,)nen cONverge vers 0 ( car géométrique de raison %).

Donc les suites sont adjacentes et convergent donc vers une limite commune ¢ €[a,b].
De plus, puisque (a,)nen CONverge vers ¢, que f est continue en ¢ et que VneN: f(a,) <d, on a en passant a la limite dans cette
inégalité large, f(c) <d . De méme on montre que d < f(c) . Ainsi f(c) =d

Image d'un intervalle par une fonction continue
Théoréme : Image d'un intervalle par une fonction continue: Soit f une fonction continue sur
un intervalle I. Alors f(I) est un intervalle
Dem: Il suffit de montrer que f(I) est une partie convexe de R
Soit (x1,%) ef(1)? avec x; < X, . On doit montrer [xy,x,] = f(1) c'est & dire : Vxe[x1,%,] , xef(1).
Soit alors xe[xy,Xo]. Puisque x;ef(l), 3tiel | X, = f(t;). De méme It el | x, = f(ty).
Puisque x est une valeur comprise entre x; et X,, on a, d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, I'existence d'une valeur t

comprise entre t; ett, (donc dans I car I est convexe) telle que x = f(t) . Ainsi x f(l)
Donc f(I) est bien une partie convexe de R, c'est-a-dire que f(I) est un intervalle de R

Image d'un segment par une fonction continue
Théoréme : Soit f une fonction continue sur un segment. Alors f est bornée et atteint ses bornes
Dem: (non exigible) on va dabord montrer que f est bornée puis quelle atteint ses bornes supérieure et inférieure.
1) Supposons par I'absurde que f n'est pas majorée. Alors : VneN, 3x,e[a,b] | f(x,) > n.
La suite (X,)nen €tant bornée, on peut, d'aprés le théoreme de Bolzano-Weierstrass, lui extraire une sous—suite convergente (Xqm)neN-
Soit ¢ la limite de cette suite extraite. Puisque f est continue en ¢, on a (f(X,m))aen convergente vers f(c) donc (f(Xym))nen st bornée. Cela

contredit la relation : YneN", f(X,m) > ¢(n) > n .
Ainsi f est majorée.  De méme on montre par I'absurde que f est minorée

2) Soit M = sup(f). Par caractérisation de la borne supérieure, ona: v neN”, Ix,e[a,b] | M 7% <f(x,) <M
[ab]
La suite (X,)nen étant bornée, on peut, d'apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, lui extraire une sous—suite convergente (X,g))nen.
Soit ¢ la limite de cette suite extraite. Puisque f est continue en ¢, on a (f(X()))hen= convergente vers f(c). Orona:

vneN", M —% < M- % < f(Xem) <M donc, d'apres le théoréme des gendarmes, (f(X,m))nen* CONVerge vers M. Par unicité de la limite,
o(n

onaM=f(c). Ainsifatteint sa borne supérieure. De méme on montre que f atteint sa borne inférieure.

Corollaire : Soit f une fonction continue sur un segment [a,b]. Alors f([a,b]) est un segment

Dem: L'image de [a,b] est un intervalle car f continue, borné (d'aprés le résultat précédent). De plus f atteint ses bornes.
D'ou f([a,b]) = [m,M] ot m = inf (f) et M = sup(f)

[a,b] [a,b]

I\V) Bijections continues
Caractérisation de la continuité des fonctions monotones sur un intervalle

Théoreme : Soit f une fonction monotone sur un intervalle 1. Si f(I) est un intervalle alors f est
continue sur |

Dem: (Non exigible) supposons f croissante

e Soita un point de | qui n'est pas sa borne supérieure. Comme f est croissante, f admet en a une limite a droite : A

Onade plus: f(a) < A et A= inf f(x) . Puisque f est croissante : Vx€l, x<a=f(x)<f(a) et x>a=f(x) =1

X>a

Supposons par l'absurde que f(a) < A. Les inégalités précédentes affirment alors que f n'atteint aucune des valeurs strictement comprises entre f(a)
et A . Mais, puisque a n'est pas la borne supérieure de I, il existe b dans | tel que a <b.

Mais alors, puisque f(a) < A < f(b), toutes les valeurs comprises entre f(a) et A sont entre f(a) et f(b). D'autre part toutes les valeurs comprises
entre f(a) et f(b) sont atteintes par f depuis | . On aboutit donc a une contradiction.
Ainsi, si a n'est pas la borne supérieure de 1, f est continue a droite en a

o De méme on montre que f est continue a gauche en tout point a de | qui n'est pas sa borne inférieure.

e Ainsi f est continue sur |
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Caractérisation de la monotonie pour les fonctions continues injectives sur un intervalle
Théoreme : Soit f une fonction continue injective sur un intervalle I. A lors f est strictement
monotone sur |

Dem: (Non exigible) supposons f continue injective.
Par I'absurde, supposons f non strictement monotone. Donc il existe (a,b,c) dans | tels que a<b < c et f(b) extremum de {f(a), f(b), f(c)}, et
comme f injective, c'est un extremum strict. Quitte a changer f en — f, on peut supposer qu'il s'agit d'un minimum. On considére alors A le
minimum entre f(a) et f(c).
Soitalors y € If(b), A[. Onay e ]f(b), f(a)[, donc d'apres le th des valeurs intermédiaires, il existe o.e Ja,b[ tel que vy =f (o).
De méme, il existe e ]b,c[ tel que y=f(B). On trouve une contradictino avec l'injectivité de f.
Aussi f est strictement monotone sur |

Continuité de la bijection réciproque sur un intervalle

Théoréme : Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle 1. Alors :
1) J = f(l) est un intervalle de R et f est une bijection de | vers J
2) Sa bijection réciproque est strictement monotone, de méme monotonie que f et continue de J vers |

Dem: 1) fest injective car elle est strictement monotone. De plus elle est surjective de | vers f(l). Enfin puisque f est
continue et | intervalle de R, f(I) est un intervalle : J.
2) Saréciproque est strictement monotone de méme monotonie . Par exemple si f est croissante , on a :
Soit (t,u)e?avec t<u, 3 (x,y) €l*|t=f(x) etu = f(y). De plus, puisque f est strictement croissante, on a nécessairement x <'y.
Orx =f(t) ety=F"u). D'ot: V(tu)el’ t<u= fi(t)<f’(u) : fstrictement croissante.
De plus l'image de l'intervalle J par f* est un intervalle (puisque c'est I) : donc d'aprés le théoréme précédent, f est continue sur J.

C) CAS DES FONCTIONS A VARIABLES REELLES ET A VALEURS COMPLEXES
a) Limite
| est un intervalle de R, feF(l,C), ae | . SoitbeC.
Définition : On dit que f admet b pour limite en a ssi :
VeeR,,38c R, | Vxel, x—al<8=]|f(x)-h|<e.
Théoreme: Si f admet b pour limite en a alors le nombre b est unique.

Définition: b est appelé limite de la fonction fena eton note :b = lim f(x) = lim f
X—a a

Dem: Comme pour R
Propriété: Soit feF(I,C) etae I .

1) fadmet une limite en a ssi Re(f) et Im(f) admettent une limite en a.

2) Lecas échéeant, limf= lim Re(f) +i lim Im(f)
a a a

Propriété: Soit feF(1,C), ae I . Si f admet une limite en a alors f est bornée au voisinage de a

Propriété: Soit (f,g)e(F(1,C))* etae I . Si f (resp. g) admet | (resp. m) pour limite en a, alors

1) f +g admet I+m pour limite en a 2) fg admet Im pour limite en a
Dem: Comme pour R

b) Continuité
Définition : Siael. On dit que f est continue en a ssi f admet f(a) pour limiteen ai.e. :
Ve>0, 36>0 | VX el, [x-a] <86 = [f(x)-f(a)| <¢
Définition : On dit que f est continue sur | ssi f continue en tout point de |

Remargue: L'ensemble C(I,C) des fonctions continues sur | est une sous-algebre de F(I,C)

Remarque: Le theoreme des valeurs intermédiaires ne se prolonge pas
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