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A) RELATIONS DE COMPARAISON

I) Relations de comparaison : Cas des suites
1) Négligeabilité, domination, égquivalence
On se place dans le cadre des suites réelles.
Neégligeabilité, domination
Définition: Soit (on)nen UNe suite de réels non nuls. Soit (Un) nen UNe suite de réels. On dit que

la suite (Un) neN est négligeable devant (o) nen 3(en) nen de limite nulle telle que : VneN, uy = ap.en .
Notation: On note : u, = o(a,)

Définition: Soit (o) neiv Une suite de réels non nuls. Soit (Un) nenv UNe suite de réels. On dit que

la suite (Un) neN est dominée par (an) nen SSi 3 (bn) nen bornée telle que : VneN, u, = on.by .
Notation: On note : u, = O(a,)
Remarque: Si u, = o(ay) alors u, = O(a,)
Caractérisation a I'aide du guotient
Propriété : Caractérisation a |'aide du quotient :
Soit (an) neN UNe suite de réels non nuls. Soit (Un) nen UNe suite de réels.
(i) u,=o(a,) & (ﬁi‘) converge vers 0 (ii) u,=0O(a,) & (j:':) bornée

Dem: Découle immédiatement des définitions.
Equivalence

Définition: Soient (Un) nen €t (Vq) nen deux suites de réels non nuls. On dit que les suites (Up) nen

et (Vn) nen sont équivalentes ssi (Un-Vy) nen €St négligeable devant (vp) nen 1.6, SSi 3 (€n) nen de limite
nulle telle que : VneN, u, = vn.(1+ep)
Notation: On note : u, ~ v,

Caractérisation a I'aide du guotient
Propriété : Caractérisation a I'aide du quotient :

Soient (Up) neN €t (Vn) nen deux suites de réels non nuls.  u, ~v, < D) converge vers 1 < (&
V, g u

converge vers 1

Dem: Découle de la définition.

Remarque: Siu, ~ (o) alors u, = O(a)

Remarqgue: Larelation ~ est une relation d'équivalence sur I'ensemble des suites ne
s'annulant pas a partir d'un cettain rang.

Opérations avec les équivalents

Propriété : Soient (Un) neN , (Vn)neN , (Wn)nen et (tn) nen quatre suites de réels non nuls.

On suppose que I'ona: u,~v, et w,~t, . Alors u,w,~ Vv,.t, et VHVEL~ %1
n n

Dem: On utilise la caractérisation de I'équivalence a I'aide du quotient :

UpWo - Uy Wy g o Unly —Un b9 Jorsque n — +oo
V7% FEE VAR VoW,V W,

Remarqgue: On ne peut rien dire sur les sommes
Exemple: Ona:un=1+% ~vn=1+% et Wn=—l+% ~tn=—1+%

Pourtant on n'a pas : up+w, ~ v, + t, car on n'a pas % ~ %
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Propriété : Soient (Uy) neN €t (Vi) nen deux suites de réels non nuls.
Soit (W) neN la suite définie par : VheN, w, = u, -V, . Alors : w, = 0(V,) = U, ~ Vj
Dem: On pose w, = v,.g, et on a bien u, = v,.(1+¢,) avec g, — 0 lorsque n — +oo

Propriété : Soient (u,) neN €t (Vo) neN deux suites de réels non nuls. Si u, ~ v, alors a partir d'un
certain rang, u, et v, ont le méme signe.

2
Ainsi VneN ,n>ny = \lj_ > % et donc u, et v, ont le méme signe.

Dem: \lj_ —1 lorsque n — +oo. Soits:%.ﬂnoelNWnelN ,N>ny= \‘j—:—l‘gl.

Propriété : Soient (u,) neN €t (Vo) neN deux suites de réels non nuls telles que u, ~ Vi, . Si (Vi)neN
possede une limite £ finie ou infinie, alors (uy)neN posséde également £ pour limite.
Dem: Cela provient de b

Remarqgue: Attention : deux suites ayant la méme limite ne sont pas forcément équivalentes

Propriété : Soient (u,) neN €t (Vo) neN deux suites de réels non nuls. On suppose que (Up)neN €t
(Vn)neN convergent toutes les deux vers une méme limite £ finie et non nulle. Alors u, ~ v, .
Dem: Cela provient de b

2) Comparaison de certaines suites usuelles
Théoréme: 1) V(a,p)eR? a<p = n*=o(nP)
2) V(aB)e(R. )% (In n)* = o(n?) 3) V(aK)eR, x ] 1+0[, n®=o(K")
HV(km)eR? |kl<jm| = Kk"=o(m" 5)VkeR, k" = o(n!)
Dem: 1) Soit q,= 2_(; =n“P. Onaln(q,) = (a—B) In(n) - -oo lorsque n — +o0 Donc g, > 0 i.e. n*=o(nP)

i —(Inn)e— (InnY\¢ _ pBla —_ yolB . _a vos o fInx\e
2)80|tpn—%—(nwu) .Onposex=n""ie.n=x Ona.In(n)—EIn(x).Doupn_(B) ( X)

Or lorsque N —» +o, x — +o €t %ﬁ -0  Ainsip, -0 ie. (Inn)*=o(n")

3) Soit r,, = rll_: . On a pour n>0, In(r,) = o In(n) = n In(k) = n (o %ﬂlf Ink)). On en déduit que : In(ry) ~— n
In(k) . Ainsi lorsque n — +o, r, - 0.
4) Soit s, = % .Ona: In(sy) =n (In(k) — In(m)) - — o lorsque N — +oo

n
5) Soit p, = % .Ona pp”—+1 — 0 lorsque n —+co . Donc, a partir d'un certain rang N,
: n

[Prea| < % Pn .- Onaalors: VneN, n>N = |p,| < (% ) "Ny D'ou p, - 0 lorsque n — + oo

Autres exemples usuels: On admet, temporairement, que Si u, - 0 lorsque n -+, ona:
In(1+u,) ~u, , sin(u,) ~u, , 1--cos(u,) ~ % (u)? ,  tan(u) ~u, , exp(u)—1~ u,

1) Négligeabilité, domination, éguivalence pour les fonctions
Cadre : On travaille avec a un point de | ou une extrémité de I (éventuellement infinie)
On rappelle qu'on appelle voisinage de a un intervalle J, de la forme :

e J.=Ja—ga+g[] avec £>0 sia est fini

o J.=]c;+oo[)] avecceRsia=+ow

e J.=]oo;¢c[I avecceRsia=—o0

Définition : Soient f et ¢ deux fonctions de I vers R, ¢ ne s'annulant pas sur | \{a}.

On dit que f est négligeable devant ¢ au voisinage de a ssi il existe un voisinage J, de a et une
fonction h de J, vers R tels que : V x €J,, f(xX) = h(x) ¢(x) et limh(x)=0

X—a
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Notation: Onnotealors:f=0(p) ou f= o(p) ou f(x) = o(p(x)) .
@) X—a

Définition : Soient f et ¢ deux fonctions de I vers R, ¢ ne s'annulant pas sur | \{a}.
On dit que f est dominée par ¢ au voisinage de a ssi il existe un voisinage J, de a et une fonction
h de J, vers R tels que : V x €J,, f(X) = h(x) ¢(x) et h bornée
Notation : Onnotealors:f=0 (p) ou f(:) O(p) ou f(x) = O(p(x) .
a X—>a

Propriété: Soient f et ¢ deux fonctions de I vers R, @ ne s'annulant pas sur I \{a}.

Alors : 1) f = o(p) <:>£ admet O pour limiteena  2) f =0(p) < é bornée au voisinage de a
@) @

Dem: Découle directement des définitions.

Définition : Soient f et g deux fonctions de | vers R ne s'annulant pas sur I \{a}. On ditque fet g
sont équivalentes au voisinage de a ssi f— g est négligeable devant f au voisinage de a

Notation: Onnotealors: f ~g ou f~ g ou f(x)~ g(xX)
(@) (a)

Propriété: Soient f et g deux fonctions de I vers R ne s'annulant pas sur I \{a}.

Alors: f ~ g © é admet 1 pour limite en a
(@
Dem: Découle directement de la définition.

Remarqgue: Dire" f (~) g " équivautadire "g ~ f"
a

(@)
Propriété: Soient f1, f, , g; et g> quatre fonctions de I vers R ne s'annulant pas sur 1\{a}.
Onsupposequef; ~ f, et g ~ O Alors: fixgs ~ fxgy et h otk
(@) (@) @ 01 (a) 92

Dem: Découle de la caractérisation de I'équivalence a l'aide du quotient

Propriété: Soient f et g deux fonctions de I vers R ne s'annulant pas sur 1\{a}.
Onsuppose quef ~ g Alors : le signe de f(x) est égal a celui de g(x) au voisinage de a
(@)
Dem: Puisque é admet 1 pour limite en a, é est minorée, au voisinage de a, par un réel strictement positif.

Sur ce voisinage, f(x) et g(x) sont donc du méme signe.
Exercice: Sif= ¢ + h avec h négligeable devant ¢, alors f~ ¢

111) Comparaison des fonctions usuelles
Théoreme fondamental: Int=o0(t) en + o

Dem: Soit t>1. Puisque Vue[1,t],\Ju<u<u? ona: ft%géftdu—uﬁfﬂ 1—%3 In(t) < 2[t—2
1 1

S
A\

D'ou % - flz < %Q <2 5@ et donc par convergence par encadrement %9- tend vers 0 lorsque t tend vers + 00
Théoreme: Comparaison des logarithmes et des puissances

1) Va>0, V>0, (Int)*=o(t?) en + o 2) Va>0, V>0, (Inft)*=o (ﬁj en0
Dem: 1) On pose u = t¥* et on utilise le théoreme fondamental

2) Onpose u = %et on utilise le résultat 1)
Théoreme: Comparaison des puissances et des exponentielles

1) Va>0, V>0, t*=o(eP') en + o 2) Vo>0,VB>0, e*'=0 (t%j en + oo

Dem: 1) On pose u = €' et on utilise le théoréme précédent
2) On pose u = e et on utilise le théoréme précédent
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B) DEVELOPPEMENTS LIMITES

1) Définition, opérations algebrigues
Définition
Définition: Soient I intervalle de R, f fonction de I, a un point de | ou une extrémité de 1. Soit neN
On dit que f admet un développement limité a I'ordre n au voisinage de a si et seulement si, il existe un
polynéme P, de degré inférieur ou égal a n tel que : f(a +t) — Pn(t) =0 (t") lorsque t tend vers O (i.e.
lorsque a + t tend vers a)
Propriété: Sifadmetun DL al'ordre nen a, le polyndme P, entrant dans la
définition est unique
Dem: Si P, et Q, sont deux polyndmes de degré inférieur ou égal a n tels que : f(a + t) — P,(t) = o (t") et
f(a+1t) — Qn(t) =0 (t"). On aalors : Py(t) — Qu(t) = 0 (t").
Or si P, et Q, étaient différents, on aurait I'existence d'un réel B non nul et d'un entier p < n tel que
Pa(t) — Qn(t) ~ B t* (p étant le degré minimum pour lequel les coefficients en XP de P, et de Q, sont distincts)
Mais alors on aurait g t° = o (t") ce qui est faux puisque B est non nul et p<n.
Définition: On appelle alors ce polyndme P,, : la partie réguliere du DL,, de f en a.
On notera le DL sous la forme : f@a+t) = oo+ oy t+ o ¥ + ag t° + ... + o, t" + 0o(t")
ou encore sous la forme normalisé : f(a +t) =t" (B + By t + ... + B4 t* + o(t")) avec By =0
Onaalors: f(a+t)~ Bot’
Propriété: Sifadmetun DL al'ordre nen a, alors fadmet un DL a tout ordre p<n
en a, la partie réguliere P, du DL, étant la troncature de degré p de la partie reguliere P,
Dem: Siona:fla+t)=ag+oyt+opt?+ ...+t +...+a,t"+0(t"). Puisque Vk>p, ox t*=0 (t"), que la
somme d'un nombre fini de termes négligeables devant t  est négligeable devant t” et que ce qui est négligeable
devant t" est aussi négligeable devant t” (Attention a la réciproque), Ona: f(a+t)=ag+ast+... +opt? +0o(t?)
Propriété: Sifest une fonction paire (resp. impaire) admettant un DL a I'ordre n en
0, la partie réguliere du DL, de f est paire (resp. impaire)
Dem: Si f est paire. Soit P, la partie réguliére du DL, de f et Q, celle du DL, de x — f(-x). Par unicité du DL, de
g, ona Q, (x) = Py(-x). Comme f est paire, on a par unicité de la partie réguliére : P,(-X) = Py(X) : P, paire.
DL d'une somme
Proprieté: Sifet gadmettent des DL a I'ordre nen a, alors f+ g admetun DL a
I'ordre n et la partie réguliere du DL est la somme des parties régulieres des DL de f et de g.
Dem: Si P, et Q, sont deux polyndmes de degré inférieur ou égal a n tels que : f(a + t) — P,(t) = o (t") et
gl@a+t) - Qn(t) =0 (t"). Onaalors: (f(a+1t)+g(a+t)) — (Ps(t) + Qu(t) ) =0 (t")
Comme P, + Q, est un polyndme de degré < n, on a bien trouvé un développement limité de f + genaal'ordre n
DL d'un produit

Proprieté: Sifet gadmettent des DL a lI'ordre nen a, alors f x g admet un DL a
I'ordre n et la partie réguliere du DL est la troncature de degré n du produit des parties
régulieres des DL de f et de g.

Dem: Si P, et Q, sont deux polyndmes de degré inférieur ou égal an et ¢, et ¢, de limite 0 en a tels que :
f(a+1t) = Po(t) + "¢ (t) et g(a+t) = Qu(t) +t" (1)
Aussi : (f x g) (a+t) = Po(t)Qn(t) + t" (e1()Qn(t) + ex(t)Py(t) + t"ex(t)ex(t))
De plus on peut écrire, P,(1)Qn(t) = Rn(t) + t™ T(t) ol R, est la troncature de P,Q, et T est un polyndme.
D'oti: (f x ) (a+t) = Ry(t) + t" (e1(t)Qn(t) + e2(t)Pu(t) + t"ex(t)e(t) + t T(t)) = Ry(t) + t" &(t)
DL d'un quotient
Propriété: Si u est une fonction de limite 0 en 0 et admettant un DL a I'ordre n=1 en

0, alors la fonction % admet un DL a I'ordre nen 0.
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n
La partie réguliere du DL de 1—1u étant obtenue en remplacant dans la somme Y (u(t))* tous les
- k=0

termes u(t) par la partie reguliere du DL de u(t) et en ne conservant que les termes de degré < n
Dem: Puisque u admet 0 pour limite en 0, on a u(t) # 1 pour t suffisamment proche de 0

.1 4 k n_u(t)
Aussi TN I(go(u(t)) + (u(t)) T U

Or, puisque u admet un DL a I'ordre n>1 en 0 et que u est de limite 0 en 0, on a l'existence d'un réel a et d'une

fonction ¢ de limite Oen O tels que : u(t) =at+te(t). Aussi (u(t))”lﬂl% =1"(a + g(t)" % =0 (t")

n
D'autre part, tous les (u(t))* admettent un DL en 0 & l'ordre n donc la somme Y (u(t))* aussi
k=0
I1) Obtention des DL des fonctions usuelles
Formule de Taylor - Young

Théoréme: Formule de Taylor — Young Si f est de classe C "sur I, alors f admet un

n
k
DL a I'ordre n en tout point a de I. Plus précisément : f(a+1t) = Z%f“‘)(a) +0o(t"

k=0
Dem: On utilise un résultat que I'on peut montrer par récurrence (ou que I'on verra sous le nom de "formule de

n-1
k
Taylor avec reste intégral™) que l'ona: f(a+1t) = Z % () + f a-u f™(a + ut) du

n—1)!
k=0
D'ou : f(a+1t) = Zt f¥a) +1" f 1§1—Li)lL(f(”)(a+ut)—f(”)(a))du car J ﬁl(—‘i)lL du ——
k=0
On pose (t) = L ! ﬂ(ﬁ)'ﬁ (0@ + ut) — £7(a) ) du. On a : |e(t) < fo . il(n;_‘i)'Ll Ifa + ut) — £(a) | du. On va

montrer que g(t) tend vers 0 lorsque t tend vers O
Soit a.> 0 . Puisque f™ est continue en a, 35> 0 tel que : Vx €l , [x—a| <8 = [fV(x) - f?a)| < o
Mais alors si [t| < 8, ona Vu €[0,1], Jut| < & donc Yue[0,1], [f”(a + ut) — f7(a)| < o

n-1
Ainsi, si | <8, ona: |et) <a fl L Llj). d“‘%ga

Intégration d'un DL
Théoréme: Si f admetunDL,enadelaformef(a+t)=op+o;t+..+a,t" +o(t")

et si F est une primitive de f, alors F admet un DL ena a lI'ordre n+1 :

F@a+t)=F@) + apt+a b +..+ante+o{t™)
2 n+1

2 n+1l

Dem: Onpose Py(t) =g+ ast+ ...+ o, t" et Qu(t) = oot + al% + ..+ anrt1+1

Ona : f(a+t) = P,(t) +t" g(t) et F(a+t) - F(a) = fot f(a+u) du D'ou F(a+t) = F(a) + Qu(t) + fot u' g(u) du
Soit 0>0. On sait qu'il existe un certain 3> 0tel que : Vu,|u|<d = |e(U)| < a

Ainsi, si [t <& ,0na:

n+l

uns(u)| du = alt

fot U g@u) du| < fot U g(u) dul < t0t|tn| du
0
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Ainsi fot u' g(u) du=o (t™) : c'est bien ce que I'on cherchait & montrer .
Remargue: On ne peut rien dire de I'existence d'un DL pour la dérivée : la fonction f définie par f(0) = 0 et
f(t) =t* sin(t%) si t# 0, est dérivable, admet un DL alors que f' n'a pas de DL; en 0

111) Tableau des DL usuels
Voir a la derniere page

1VV) Applications des DL
Les développements limités sont pratiques pour déterminer des limites car, contrairement aux équivalents, ils sont
utilisables dans une somme (a condition de bien faire attention aux ordres ).
Outre I'obtention des limites, ils permettent d'étudier les branches infinies des graphes de fonctions ou des courbes
paramétrées et d'étudier les positions relatives des courbes par rapport aux tangentes, asymptotes ...
Ils permettent aussi de déterminer la nature d'un point stationnaire d'une courbe paramétrée
Etude locale d'une courbe au voisinage d'un point
On veut étudier I'allure du graphe d'une fonction f au voisinage du point a.
On effectue alors un DL de fenaaun ordre n >2 tel que fla+t) = o+ oy t+ ... + o, t" + 0(t"))
avec o, # 0 et o = 0 pour tout k dans ]1,n[.
On a alors : la droite d'équation Y = o, (X —a) + o est tangente a ka courbe ena et :
- sinestpair: le graphe de f est du méme coté de la tangente au voisinage de a
- sinestimpair : le graphe de f traverse la tangente au voisinage de 0

En particulier, si a est un point critique (donc a; = 0), a est un extremum de f ssi n est pair

V) Déeveloppement asymptotigue

Définition: Si a est un réel, on appelle développement limité généralisé de f en a, I'écriture de
f(a +t) comme somme de puissances positives ou négatives de t, écrites dans I'ordre d'importance
décroissante.

Par exemple, on peut montrer que I'on a, pour t au voisinage de 0, cotan(t) = % —% + o(t)

on appelle cette écriture, le développement & la précision t* de cotan(t)
Définition: Pour a = + oo, on appelle développement limité généralise de f en a, I'écriture de
f(t) comme somme de puissances positives ou négatives de t, écrites dans I'ordre d'importance
décroissante.
. 1
Par exemple, on peut montrer que I'on a, pour t au voisinage de + oo, arctan(t) = g —% + O(F)

on appelle cette écriture, le développement a la précision t_12 de arctan(t)

Plus genéralement, on parlera de developpement asymptotique d'une fonction ou d'une suite,
une écriture du méme type qu'un DL ou DLG mais pouvant faire intervenir des termes
dfférents des t“ ou n“

Théoreme : Formule de Stirling n! ~ (g)n 27N .
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Tableau des DL usuels

Tous les développements limités donnés sont au voisinage de 0

Fonction Développement limité en 0 Méthode d'obtention
exponentielle t t2 t3 th On applique la formule de Taylor a la
el — 4 — 4 —4ep— o o(tn) fonction exp dont les dérivées k"™ sont
2t 3 n! elle-méme
t>at t t2 {n On écrit a'=e'™® et soit on utilise le DL
* t 2 n n u - .
a'=1+—Ina+—(Ina)* +---+—(Ilna +O(t ) de e” avec u =t In(a) soit on calcule les
aeR, il 2! (Ina) n! (In) dérivées k™ de t — a'
cosinus 2 4 2p On utilise cht =% (e+e™) et les DL de €
i - t t 2p+l et e”. On peut aussi calculer les dérivées
hyperboligue |cht=1+-—+-—+---+ - ——+o0lt b 1P
21 4l (2 p)! K™ de ch
sinus 3 5 2P+l Comme pour ch...
i — - - 2p+2
hyperbolique |sht=t+—+—+---+ + o[t
31 5l (2p+2)!
cosinus 2 4 6 £2p _ Soit on utilise une formule d'Euler, soit on
cost=1——+-———+---+(-1)P —+ o(t P+ ) écrit cos(t) = ch(it), soit on utilise le fait
20 4 6l (2p) que la dérivée k™™ de cos en t est
cos(t+k™,)
sinus 3 0 t2p+l Comme pour cos
sint = t——+——-~-+(—1)p—+o(t2p+2)
3l 5l (2p+1)!
Puissance o aa-1) , ola-1(a-2) 4 On connait les dérivées k"™ des
t— (1+)° (1+t)% =1+t + TR 3l 7+ puissances et on les utilise dans la
) ) formule de Taylor-Young
aeR ala—-1)-{a-n+1) , n
+ t+ o(t )
n!
Racine carrée 1 1 1 On applique le résultat précédent avec
Vist=1+-t-2t2 4 =34 a=%
2 8 16
1x3x5x.x(2p—3
(et 2023)p , ofro)
2x4x6x..2p
Inverse 1 2 3 N N On utilise la formule donnant la somme
1— =1+t+t°+t°+---+U + O(t ) des premiers termes d'une suite
—t géométrique
Inverse (bis) 1 On applique le résultat précédent avec -t
S R L +(—1)“t”+o(t“)
1+t
Logarithme t2 t3 t4 {n Intégration du DL précédent
IN(1+t) =t——+———+---+ (=" +o(t”)
1+ =t - (-1
arctan t3 t5 t2n+1 s 1
Onintegre le DL de —
arctant =t ——+—+---+(=1)" +o(t2”+2) 1+t2
3 5 (-1 2n+1
tan t3 2t5 Soit on fait le quotient de sin par cos, soit
tant =t+—+——+ o(te) généralisation mal aisée | On travaille avec des coefficients ,
3 15 indéterminés en disant (tan)'(t) = 1 + tan“t
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