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DEVOIR EN TEMPS LIBRE N°7 CORRECTION

PROBLEME : Equations fonctionnelles des fonctionsisuelles

1) Soitf:R - R continue telle quel(x,y)OR?, f(x+y) = f(x) + f(y). Montrer que C0OR | Ox OR, f(x) = o x

Tout d'abord remarquons qgi(@) = 0 et fimpaire En effet, f(0+0) = f(0) + f(0) donc f(0) = 0 et

OxOR, f(x + (-x)) = f(x) + f(-x) = 0 car f(0) = 0. AinsOxOR, f(-x) = -f(X)

Fixons XJR. Soit R la propriété de récurrence : "f(nx) = n f(x) "
* Py est vraie car f(0) = 0
* Si P, est vraie. Alors f( (n+1)x) = f(nx + x) = f(nx) #x) = nf(x) + f(x) car B vraie. Ainsi B.,est vraie
* Ainsi par le théoréme de récurrence, doralN, B, vraie iedn0l, N, f(nx) = nf(x)

Le résultat précedent étant vrai pour tout x éafeimpaire, on allnOZ, OxOR, f(nx) = nf(x)

Soit JQ. On peut écrire r sous la forme :I:-I:avec (p.g)Z x N

En utilisant le résultat précédent avec%](et successivement avec n = p et n =g on oltient
fN=pf (ﬁ) et f(1)=¢q (ﬁ) Ainsi f(r) = Ef(l) = rf(1) . Aussion vient de montreidrOQ, f(r) =r f(1)

Soit alors XJR. PuisqueQ est dense dar®, il existe une suite {fyo, N de rationnels convergeant vers x.
Or Ond1, N, f(r,) = r, f(1). Lorsque n tend versetdans cette relation on a,; f(1) qui tend vers x f(1) et
f(r,) tend vers f(x) car f est continue en x. Racité de la limite on a f(x) = x f(1).

Ainsi en posanta = f(1) , on a :OxOR, f(x) =a x

2) a)Montrer que logvérifie : O(x,y)OR., log(xy) = logy(x) + log(y) ou a est un réel strictement positif et difétrde 1.
Fixons WJR,. On considere la fonction iR, - R, t - In(bt) — In(t)

h est de class&”™ surR, etOtOR, h'(t) =b2t—% = 0. Ainsi h est constante sur l'intervaRe

En particulier,Jt DR; h(t) = h(1) = In(b) — In(1) = In(b). Aussit DR:, In(bt) = In(b) + In(t)
Ce résultat précédent étant vrai pour tout b, oaI@E,y)O(R,)?, In(xy) = In(x) + In(y)

Soit alors &R \{1}. On a : O(x,y)0( R.)? , logs(xy) = 'I“n(g)) = 12@)*:2% = 10ga(X) + logy(y)

b) Montrer que les exponentielles vérifient I'équafmmctionnelle : O(x,y)dR?, f(x+y) = f(x)f(y)
FixonsAOR. Soit f la fonction : f R - R, t - €'".
On alIxOR, f(x) > 0. On peut donc considérer la fonctigre Ino f. On a :OxOR, g(x) =A x.
Aussi :0(GY)OR? g (x +y) =N (x +y) A+ Ay = g(x) + g(y) ie In(f(x+y)) = In(f(x)) + In(FR) = In(F)f(y))
Or In est injective, dond(x,y)OR?, f (x +y) = f(x) f(y)
Ainsi les fonctions exponentielles vérifient I'équigon fonctionnelle : O(x,y)OR?, f (x +y) = f(x) f(y)
c) Montrer que les puissances vérifient I'équationtionaelle : O(x,y)O(R." )?, f(xy) = f(x)f(y)
FixonsaOR. Soit fla fonction : R, -~ R,t -~ t* =¥ Ona:
D(X,y)D(R:)Z, f(Xy) =d nGy) = é’ (InG9 +In(y)) = é’ InG) e" n®) = f(X) f(y) en utilisant les équations fonctionnelles vérifias In et exp
Ainsi les puissances vérifient I'équation fonctionelle : O(x,y)O(R." )?, f(xy) = f(X)f(y)
3)  Soit f une fonction continue stk telle que T(x,y)OR? , f(x+y) = f(X)f(y).
a) Montrer quelx OR, f(x) = 0. (Exprimer f(x) en fonction d&, )

. X X X 2 . .

Soit XJR. Ona: f(x) = f(§+§) = [f (5)] , 2 0. Ainsiona OxOR, f(x)= 0

b)  Montrer que soit f est la fonction nulle soit f rensiule jamais.
e Supposons qu'il existe un régltel que f(x) = 0.

On a alors OxOR, f(X) =f(x + (X =) ) = f(x) f(x —x) = 0 : f est la fonction nulle
* Ainsi soit f ne s'annule jamais soit f est la fonain nulle.

c) Dans le dernier cas, déterminer une équation fomugite vérifiée par g = In f
Si f n'est pas la fonction nulle alors elle nerside pas, donc d'apres a), f est strictement pesiti
Ainsi on peut considérer la fonction g =d.

On a alors O(x,y)OR?, g (x +y) =In (f(x +y) ) = In (f(x) f(y) ) = In(f()) + Inf(y)) = 9(x) + g(y)
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d) Déterminer alors toutes les fonctions f continuedRstelles que D0(x,y)OR? , f(x+y) = f(X)f(y).
Soit f est une fonction continue vérifiarifx,y)OR? , f(x+y) = f(x)f(y) . Alors : soit f est nulledit la fonction
g = Ino f existe, est continue et vérifie I'équation famanelle : O(x,y)OR?, g(x+y) = g(x) + g(y)

Mais, a la question 1), on a montré qu'aldra R | OxOR, g(x) =a x. Mais alors LIxOR, f(x) = €~
Ainsi les fonctions continues vérifiant 0(x,y)0R?, f(x+y) = f(x)f(y) sont les exponentielles et lavhction nulle.
4) Déterminer toutes les fonctions f continuesRuir telles que H(x,y) (R, )?, f(xy) = f(x) + f(y) (Etudierg=8&exp)

Soit f est une fonction continue vérifiaril{x,y) (H{r)2 , f(xy) =f(x) + f(y) . On pose g =6 exp

g est continue sUR car composée de deux fonctions continues

De plus, on aB(t,s)OR? g (t +s) =f (exp (t +s) ) = f{(€) = f(€)) + f(€) = g(t) + g(s)

Mais, a la question 1), on a montré qu'aldraJR | OtOR, g(t) =a t.

Ainsi : OxOR., f(x) = g (In(x) ) =a In(x) :

*\ 2
Les fonctions continues vérifiant O(x,y)O (IR+) , f(xy) = f(x) + f(y) sont la fonction nulle et Is logarithmes

5) Déterminer toutes les fonctions f continuesRuir telles quel(x,y)O(R. )2, f(xy) = () f(y) (Etudierg=56exp)
Soit f est une fonction continue vérifiari(x,y) (IR;)2 , f(xy) =f(x) f(y) . On pose g =bH exp
g est continue suR car composée de deux fonctions continues
De plus, on aB(t,s)OR? g (t +s) =f (exp (t +s) ) = f{(€) = (€) f(&) = g(t) g(s)
Mais, a la question 3), on a montré qu'alors : ge@ist nulle soiti0OR | OtOR, g(t) = €.
Ainsi : soit I:IxIZIIR:, f(x) =0 soit OR | I:IxIZIIR:, f(x) = g (In(x) ) = &"® = @

. . ;e * 2 . .
Donc les fonctions continues veérifiantd(x,y)O (IR+) , f(xy) = f(x) f(y) sont la fonction nulle et lepuissances
6) On pose :[(a,bYIR? arctan(a) + arctan(b) = f(a,b)Montrer que, si a>0 : f(a,b)ZE siab=1, fab)= arme(wfffb) si ab<l et f(ab) = arcts(nf%fb) +7 si ab>1
En déduire une expression de f(a,b) méme<€l.a

On rappelle tout d'abord qu@xDlR: arctan(x) + arcta( ) T et DXDIR arctan(x) + arcta( )

et que h est impaire.
En effet si on étudie la fonction h définie ®irpar : h(x) = arctan(x) + arctaé%) on a h dérivable suR" et

LxOR™, h'(x) = -1 _1 -0 Ainsih est constante sur chaque inteevadinstituantR” .
+ X2 X2 1 .|__:|-2
X

Or h(1) = et h(-1) = —g . On obtient donc le résultat annoncé :

IZIxEIIR+, arctan(x) + arctan (%) = g et I:IxIZIIRi arctan(x) + arctan (%) ===

. Soit a>Q On considére la fonction h définie par : h(xprctan(a) + arctan(x) — arc ﬁf—;() h est définie
surlR\{%l} et dérivable sur cet ensemble. De plus amxal R\{i}, h'(x) = 0 donc h est constante sur chaquevate
constituaan\{i} .

_ : _ _ 1\ _ = 1
Or h(0)=0 et Im’)n(, B mh(x) = arctan(a) +§ arctan( = a) 5 + arctan(a) + arctaéa)

Ainsi , si b>1-, h(b) =Tt et si bé, h(b) =0

Aussi si ab<l, arctan(a) + arctan(b) = arctar(l ab) et, siab>1, arctan(a) + arctan(b) = arctav(l 3) T

1-ab

e« Soita<Q on a: arctan(a) + arctan(b}= arctan(-a) + arctan(-b) ) et donc la discusgi@tédente permet
d'affirmer :
si ab<1, arctan(a) + arctan(b) = arctar(l ab) et, siab>1, arctan(a) + arctan(b) = arctal(l ab) -7

e Sia=0,0naclairemenib OR, arctan(a) + arctan(b) = arctan(
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