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DEVOIR SURVEILLE N° 4 (4 HEURES)

Ce devoir est constitué d’un probléme et de quatre exercices. L’ordre des exercices ne correspond & aucun critére
de difficulté ou de longueur : vous pouvez les traiter dans 'ordre que vous voulez. Veillez & soigner la copie tant
pour ’écriture, la propreté que pour la rédaction, la rigueur et ’argumentation. La calculatrice est autorisée. Vous

numéroterez vos copies et ferez apparaitre clairement sur la premiére page le nombre de copies.

Probléme : Suite récurrente. Vitesse de convergence
1. Suites adjacentes

—~ 1
(a) On considére la suite (H,), oy définie, pour n € N*, par : H, = Z P
k=1

. Montrer que : Vo € RT,

e Sl n(l+z) <z
ii. En déduire : Vn € N* il—1+ ! <In(l1+n) < Y =
e~ k n+1 k:lk

—~

iii. En déduire la nature de )

(b) On considére les suites (gn),,cn+ €t (Jn),en+ définies par : g, = H, —In(n) et j, = H, —In(n+1)

H,), cn+ ainsi que celle de ( Hy >
neN*

i. Montrer que les suites (¢y),,cn+ €t (Jn),en+ SOnt adjacentes. on pourra utiliser I'inégalité 1)a)i)
On désigne par v leur limite commune, que l’on appelle la constante d’Fuler

ii. Donner un encadrement de vy a 1072 preés
2. Etude d’une suite récurrente.

Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = (1 — x). Soit (uy), .y la suite définie par : uy € ]0, 1]
et la relation : Vn € N u, 1 = f (up)
(a) Etudier les variations de f
(b) Montrer que : Vn € N,0 < u,, < #1 En déduire la convergence de la suite (uy),, oy
(¢) On pose, pour n € N : v, = nu,
i. Montrer que la suite (v,), .y €st monotone.
ii. En déduire qu’elle converge et que sa limite L appartient a |0, 1]
iii. On pose, pour n € N : wy, = n (vy41 — v,). Montrer que (w,), .y converge vers L(1 — L).
iv. On suppose ici L # 1. Montrer : Ing € N|Vn € Nyn > ng = v,41 — v, > L(;—;L)

En déduire que : lim v, = 400 (on pourra utiliser la suite (H,),cy- vue dans la partie
n—-+00
précédente)

(d) Dduire des questions précédentes que lim nu, = 1
n—-+0o0

Exercice 1 : Images directes, images réciproques, injectivité, surjectivité
Soient E et F' deux ensembles non vides et f une application de E vers F.

1. Montrer que : VC' € P(F), f(f~1(C)) cC
2. Montrer I'équivalence : f est surjective <= VC € P (F), f(f~1(C)) =C
3. Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(a) f est injective

(b) ¥ (4,B) € (P(E)*, f(ANB) = f (AN f(B)

(c) VAeP(E), f(E\A) CF\f(A).
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Exercice 2 : Relation d’équivalence
1. Etudier la fonction f définie sur R par : f(z) = 2£.

2. On considére la relation &% définie sur R par :
V(ﬂf’y) €R27 $%y<:> (1+2$)\/1+y2 = (1+2y)‘/1+$2

Montrer que Z est une relation d’équivalence sur R

3. Déterminer le nombre d’éléments de la classe d’équivalence de x pour cette relation selon les valeurs
de x € R

Exercice 3 : Suite de zéros
Pour tout n € N*, on définit la fonction f, par : Vo € R, f,(z) = 2™ + 162* — 9

1. (a)

Montrer que 1’équation f,(x) = 0 n’a qu’une solution strictement positive, notée u,,.
Calculer u; et uy

Vérifier que : Vn € N*, u,, € }O, %[

Montrer que : Vo € |0, 1], frr1(x) < fu(x)

En déduire le signe de f, (ty41), puis la monotonie de la suite (uy,),,cy--

Montrer que la suite (uy), oy est convergente. On note [ sa limite

3. (a) Déterminer la limite de ((us)"), cne
(b) En déduire la valeur de [
Exercice 4 : Suite récurrente
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = p

1. Etudier les variations de f

2. Soit la suite (u,),, oy définie par : ug = 1 et Vn € N, u,y1 = f (un)

(a)

(b)
(c)
3. (a)
(b)
4. (a)

(c)

. * 1 1
Montrer que : Vp € N*, f <5> S o
En déduire par récurrence, que : Vn € N, 0 < u,, < nLH
En déduire la convergence et I'éventuelle limite de (uy),, oy

Vérifier que : Vn € N, 2 —un—i-l—i—ﬁ

Un+1

n

1

En déduire, par récurrence, que : Vn € N*, ui <n+1+ Z T
k=1

k
d
Justiﬁerque:VkEN,k}Qiég/ ax
k-1 T

En déduire que:VnEN,n}Q:iénjLQ%—ln(n)

Qu’en déduire quant & la convergence (et éventuelle limite) de la suite (nuy),, oy

Exercice 5 : Suites usuelles

1. Soit la suite (un), . définie par : ug =1 et Vn € N, up,1 = 4u,, — 2. Exprimer u,, en fonction de n

2. Soit la suite (uy), .y définie par : ug = 1,u; = 4 et ¥n € N, upp9 = Supyy — 4u,. Exprimer u, en
fonction de n

3. Soit la suite (uy), oy définie par : ug = 1,u; = 4 et ¥n € N, upp9 = 4y — 4u,. Exprimer u, en
fonction de n
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CORRECTION

Probléme : Suite récurrente. Vitesse de convergence

1. Suites adjacentes

(a) 1. Soit z € RT. On a : Vt € [0, x] < = < 1 donc en intégrant entre 0 et z, on a :

Tz Tt =
(1+2x) <=z

i SIn(1+2) <. Ainsi| Vo € RT

71+

ii. Soit n € N*. En appliquant 'encadrement précédent a v = +

£, ona:

Vi € [1,n], k+1 <In(k+ 1) —In(k) < . Ainsi, en sommant pour tous les k entre 1 et n,
on obtient :

iii.Xn:Lgl Z—smt Zl 1+ ! <In(l+n) Z
—~k+1 —~k n+1 " k

iv. On en déduit : Vn € N*,In(n + 1) < H, < In(n + 1) + 1 — —5. Par divergence par

minoration, on en déduit que | (H,) diverge vers +oo| En divisant l’encadrement

neN*

précédent par In(n), on a ¥n € N\ {1}, |55 < gy < Bl + ¢

la convergence par encadrement, la suite (15{2)) converge vers 1
neN*

an‘ln(n). Ainsi d’aprés

(b) Soit g, = H, —In(n) et j, = H, —In(n + 1)

i~ Gut1— gn = 74 +In(n) —In(n+1) = —In (1+ 1) <0. Donc la suite

(9n)pen~ €st décroissante

= Jatl — Jn = n_+1 +In(n + 1) — In(n + 2) = ? —In(1+4 n%l) > 0. Donc la suite

(Jn)nen- €st croissante

gn—Jn=I(n+1)—In(n) =In(1+ 1) ‘ — 0 lorsque n tend vers +oo ‘

— Ainsi| les suites (g,),cy+ €t (Jn),en SONt adjacentes

~Ona:VnéeN j, <7< gn Cet encadrement est & 1072 prés dés que ¢, — j, < 1073
Comme g, —j, = In (1 + %) < =, il suffit de prendre n > 1000. Comme g1999 = 0.57772

par exces et jiggo = 0.57671 par defaut, on en déduit | v = 0.577 a4 10~ prés

2. Etude d’une suite récurrente.

(a) On montre aisément que la fonction f définie sur R par : f(x) = (1 — z) est croissante sur

—00, 1] et décroissante sur [1,+o0o[. De plus f (2) =1 et f positive sur [0, 1
2 2 2 1

(b) Soit &, la proposition : "0 < u,, < n+-1”
— P est-elle vraie? Ona f (]0,1[) = ]0, 1] donc 0 < uy = f (ug) < 1 < %Donc‘ P, est vraie ‘

— On suppose que &2, est vraie pour un certain entier n > 1. &, est-elle vraie? On a 0 <
1

up < =5 et f est strictement croissante sur [0, =5] C [0,3]. Donc 0 < w1 < f (7)-
1y n _ n2+42n n?42n+1 1 R 1
Or f(n+1) = P T D) < ) D nee Ainsi 0 < w1 < — t Donc

‘ P11 est vraie ‘
— Ainsi, on a montré que & est vraie et, pour tout entier n > 1, &, vraie entraine &2, vraie.
Ainsi, par le théoréme de récurrence, on en déduit que‘ pour tout n € N*, &, est vrale‘

Par ailleurs, on a 0 < ug < 1, donc on a bien : | Vn € N,0 < u,, <

. Par convergence par

1
n+1

encadrement, on en déduit que | la suite (u,), . converge vers 0

(c) On pose, pour n € N : v, = nu,
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iovpr — v, = (04 Du (1 —uwy) — nuy, = up (1= (n+1)u,) > 0 d’aprés le b). Donc
la suite (v,), . est croissante |

ii. Toujours d’aprés le b), on a : 0 < v, < 1 Donc la suite (vy,), oy est majorée par 1. Donc,

d’aprés le théoréme de la limite monotone, | la suite (v,), . est convergente | De plus

sa limite L vérifie : vy < L < 1etdonc| L €]0,1]

iii. On pose, pour n € N : w, =n (v,11 — v,). On a: w, = v, (1 —u, — v,) qui est le produit
de suites convergentes vers L et 1 — L. Donc| (w,), . converge vers L(1 —L)|

iv. Si L # 1 donc L < 1, (wy),y converge vers un réel strictement positif L(1 — L).

L(1-L)
2

Donc cette suite est minorée par a partir d’un certain rang ny On a alors :

n—1
LO-1)
Vn e N,n = ng = v, — v, = =5 | Pour n > ng, on a v,, = vy, + (Vg1 — vg) =

k=ng

L(1—-L
Upy + Q (H,—1 — Hp,) Aussi, par divergence par minoration, lim v, = +00

2 n——4o00

(d) Cette divergence vers +oo étant incompatible avec la convergence de (vy), .y vers L, on

a une contradiction avec I'hypothése L # 1. On a donc | (v,), . converge vers 1| i.e.

lim nu, =1
n——+00

Exercice 5 : Suites usuelles

1. La suite (“n)neN définie par : ug = 1 et Vn € Nyu,.1 = 4u, — 2 est une suite arithmetico-
géométrique. En cherchant une constante « telle que la suite (u, — @),y soit géométrique, on

trouve que (un — %)neN est géométrique de rapport 4 avec vy = % Ainsi:| Vn € N, u,, = % (4" + 2)

2. La suite (uy,), oy définie par : ug = 1,u1 = 4 et ¥n € N, ty10 = Supq1 — 4 uy, est récurrente linéaire
double. Puisque les solutions de 1’équation caractéristique : X? = 5X — 4 sont 1 et 4, il eiste deux
constantes « et (3 telles que : Vn € Ny u,, = a4™ + . Comme uy = 1 et u; = 4, on a le systéme :

a+p =1 a =0
— JAinsi ’ Vn € N, u,, = 4"
a+48 =4 g =1

3. La suite (u,), oy définie par : ug = 1,u1 = 4 et ¥n € N, U190 = 4up41 — 4 u,, est récurrente linéaire
double. Puisque ’équation caractéristique : X2 = 4 X — 4 a une solution double 2, il eiste deux
constantes « et 3 telles que : Vn € N u,, = (o +n ) 2". Comme ug = 1 et u; = 4, on a le systéme :

a+0p =1 a =1 ;
— Ainsi : | Vn e Nju,, = (n+1) 2"
2a+28 =4 g =1




