MPSI  Mise a jour 04/01/15 22:31 Structures algébriques usuelles

STRUCTURES ALGEBRIQUES USUELLES

I) Loi de composition interne

Définition: Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne, une application f de ExE vers E.

Notation: Si f est une loi de composition interne sur E et (a,b) est un couple d'éléments de E, on notera
plutdt f(a,b) sous laforme:a Th,a L b, at+b, aAb, axb, axb, a.b ou ab. La loi + est appelée |'addition (a réserver
aux lois commutatives), la loi x est la multiplication (il en est de méme de *). Dans le cas général, on travaillera
avec laloi T.
On va ici donner le vocabulaire associé aux lois de composition interne.
Associativité

Définition: La loi T est dite associative < V(a,b,c)eE?, (@aTb) Tc=aT (b Tc).

Notation: Onnotealors(@Th)Tc=aThTc.

Exemple: L'addition dans R, la composition dans I'ensemble des applications de E dans E sont associatives.
Par contre la soustraction dans Z n'est pas associative.

Remarqgue: Silaloi T est associative, a; T a, T ... T a, est définie de maniere explicite et on peut faire des
calculs intermédiaires en regroupant, dans l'ordre, certains termes consécutifs.

n n n
On note T (a;) cet élément de E. Par exemple, on note Y a; pour une somme et [[a; pour un produit.
i=1 i=1 i=1

Commutativité

Définition: La loi T est dite commutative < V(a,b)eE?, aTb=bTa.

Exemple: L'addition de R est commutative. Par contre la composition dans I'ensemble des applications de E
dans E et la soustraction dans Z ne sont pas commutatives.

Elément neutre

Définition: e € E est un élément neutre dansE pourlaloiT < VaeE, aTe=eTa=a

Exemple: 0 est élément neutre dans N pour + et 1 I'est pour la multiplication.

Propriété: Soit E un ensemble et T une |.c.i. associative sur E. Si e est un élément neutre de (E,T), e est
unique

Dem : On suppose que I'on a deux éléments neutres e et e' pour T dans E.

Comme e est neutre, ona: e'Te=eTe'=¢'. Comme €' est neutre, ona:eTe' =eTe =e.
En regroupant les deux égalités, on obtiente = e'.

Notation: L'élément neutre pour + ( x ) est noté O (1g).

Eléments symétrisables (ou inversibles)

Definition: Soit E un ensemble, T une |.c.i. associative sur E et admettant un élément neutre e. Soit xeE.
On dit que x estun élément inversible dansE pourlaloiT < JyeE|xTy=yTx=e

Proposition: Soit E un ensemble, T une l.c.i. associative sur E et admettant un élément neutre e. Soit
x un élément inversible. Alors on a I'unicité de I'élémenty de Etel quex Ty =y T x =e.

Définition: Cet unique élément y est appelé symétrigue de x

Dem: On suppose que I'on a deux symétriques y et z de x. On a, par associativité: (yTx) Tz=y T (xTz)Oryetz
sont des inverses de x. Donc I'égalité écrite devient : eTz =yTe. Comme e est élément neutre, ona: z =y

Notation, Définition: Le symétrique pour + est appelé opposé et est noté — x

Le symétrique pour x est appelé inverse et est noté x * ou % si la loi est commutative.

Proposition: Soit E un ensemble, T une l.c.i. associative sur E et admettant un élément neutre e.
Soient a et b deux éléments inversibles d'inverses a* et b™ . Alors a T b est inversible d'inverse b* Ta® .

Dem:Ona: (aTh)T(b'TaY)=aT(Th*)Ta'=aTeTa'=aTa"=e. Deméme adroite

Exemple: La bijection réciproque de f: R* — [1,+0 [, x > exp (\x) est f*:[1,+0 [ > R", t - (Int)?
Distributivité

Définition: Soit E un ensemble, T et A deux l.c.i. sur E. On dit que A est distributive a droite et a
gauche par rapportalaloiT < V(xy,z)eE®, xA (yTz) = (XAy) T (xAz) et (XTy) Az =(xAz) T (yAz)
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Partie stable

Définition: Soit E un ensemble, T une l.c.i. sur E. Soit H une partie de E.
Onditque Heststable parlaloiT < V(xy)eH? xTyeH
On dit que H est stable par passage a l'inverse < VxeH, x* € H

I1) Groupe
Groupe

Définition: Soit un ensemble G muni d'une loi de composition interne T. On dit que (G.T) est
un groupe si T vérifie les trois axiomes suivants :

e Testassociative : V(x,y,2)eG®, x T(yTz)=(XTy) Tz

e G possede un élément neutre e pour la loi T : JeeG | VXeG, xTe = eTx =X

e Tout élément de G est symétrisable pour T : VxeG, A X'eG | XTX'=x"Tx=¢

Exemple: (R,+), (C,+), (U,x), (Z+), (R",x), (Us,x), (Unx) sont des groupes.

Exercice: Si (G, T) et (G',A) sont deux groupes, Gx G' est un groupe pour la loi * définie par :
xY*XY)=(XT X', yAy"). Ce groupe est appelé groupe produit de (G, T) et (G',A)

Définition: Un groupe est dit commutatif ( ou abélien) si de plus la loi T est commutative sur G.

Propriété : Soit (G,T) un groupe. Alors tout élément de G est régulier a gauche et a droite
pour T i.e. *VaeG, V(xy) eG?,xTa=yTaox=y (régulier & droite)

** VYaeG, V(xy) eG’,aTx=aTyox=y

Dem: SoitaeG. Soit (x,y)eG?| x Ta=y T a. Appelons b le symétrique de a pour T.Ona:
XTa)Tbh=(yTa)ThexT@Th)=yT(aTb)< x=y:aestréguliera gauche. De méme a droite.

Propriété : Soit X un ensemble. L'ensemble des permutations Sx de I'ensemble X est, avec
la composition, un groupe

Dem: Sy est non vide (contient ldy).
La loi o est une loi interne dans Sy car la composée de deux permutations de X est une permutation de X.
La loi o est associative car : fo(goh)=(fog)oh
Idy est élément neutre pour o dans Sx.

Enfin, si f et g sont dans Sy, fo g est une permutation de X de réciproque g * o f*
Donc (Sx, 0) est bien un groupe

Définition: SoitneN", on appelle groupe symétrique d'ordre n et on note S, le groupe des
permutations de [[1, n].

Sous-groupe
Définition: Soit (G,T) un groupe. On appelle sous-groupe de (G, T) toute partie H non vide de
G telle que la restriction de T a H confére a H une structure de groupe, i.e., si (H,T) est un groupe avec
H partie de G.
Propriété : Soit (G,T) un groupe et H un sous-groupe de G. Alors :
Q) L'élément neutre de T dans G est I'élément neutre de T dans H.
(if) Si x eH, son symétrique pour T dans G est son symetrique pour T dans H.
Dem: (i) Soite et e' les éléments neutres respectifs de T dans G et dans H. Comme e est I'élément neutre de T dans G
et que e' est dans H donc dans G,ona: e T e'=¢". Or ' est I'élément neutre de T dans H donc vérifie e' T ¢'=¢'. Maisalorse' T
e'=eTe donc e=e'care'estrégulier.
(ii) Soit x eH. Soit y son symétrique dans G et y' son symétrique dans H. Onax Ty = e car y symétrique de x dans G. On a
également x T y' =e' = e d'apreés le (i). Mais alors par régularité de x & droite, onay =y".
Propriété : caractérisation des sous-groupes. Soit (G,T) un groupe. Soit HeP(G).
H est un sous-groupe de (G,T) <> H est non vide, H est stable par T et par passage au symétrique < H
=@, V(xy)eH? xTy e H et V xeH, x'eH avec x' le symétrique de x
Dem: = SiH est un sous-groupe de G alors H est bien non vide (car il contient I'élément neutre e de G), il est stable
par T (car T est une loi interne dans H) et il est stable par passage au symétrique d'apres la propriété précédente.

< Si H est une partie non vide de G stable par T et par passage au symétrique.
La loi T est alors une loi interne dans H. Cette loi est encore associative.
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Soit x eH. Soit x' son symétrique. Par stabilité, on a xX'eH et donc xTx' € H. Ainsi eeH : H possede un élément neutre pour la
loi T, cet élément neutre étant celui de G.

Enfin tout élément de H admet, dans H, un élément symétrique : celui qu'il possede dans G.

Aussi (H,T) est un groupe.

Exercice: Soit (G, T) un groupe. Soit HeP(G). Montrer que :
H est un sous-groupe de (G, T) < H= @, V(x,y)eH? xTy'eH avec y' le symétrique de y .

111) Anneau - Corps

1) Anneau

Définition: Soit un ensemble non vide A muni de deux lois de composition interne T et A . On dit que

(AT, A)estun anneau ssi il vérifie les axiomes suivants :

(A,T) est un groupe commutatif. L'élément neutre est noté 0, et appelé zéro de A

A est associative

A possede un élément neutre dans A noté 1, et appelé unité de A ou élément unité de A

A est distributive & gauche et a droite par rapport & la loi T i.e. V(x,y,z) eA®,

XA (YTZ)=(XAY) T(xAz) et XTYyY)Az=XA2)T(yAz)
Définition: (AT, A) est un anneau commutatif ssi (A, T, A) est un anneau avec A commutative.
Exemple: (R,+,x), (C,+,%), (Z,+,x), (Q,+,x), (?(R,R),+,x) sont des anneaux.
Propriété : Si (A,+,x) est un anneau et si A* est I'ensemble des éléments inversibles pour x,

alors (A%, x) est un groupe.
Dem: On vérifie aisément les axiomes de groupe

2) Calcul dans un anneau
Distributivité du produit par rapport au signe X
Propriété : Soit (A,+, x) un anneau. Soit (X;)1 <i<n Une famille de n éléments de I'anneau A.

n n n n
Soit aeA. Alors : ax{ injz[ Zaxxi] et ( in]xa:( ZXixa}
i=1 i=1 i=1 i=1
Dem: Par récurrence sur n. Soit P, : " Pour toute famille (x;) de n éléments de A et pour tout acA; ona:

v P, est évidemment vraie.

n n+l
v Si P, est vraie. Soit (X;)1 <i<n+1 Une famille de n+1 éléments de A et a un autre élément de A. Onpose:y= > x;Ona: ax ) Xj=ax
i=1 i=1
n n+l
(Y +Xpe) XY +AX Xper = 23X X J+aX Xy = 2 AX X,
i=1 i=1
De méme pour la multiplication & gauche. Ainsi Py, est vraie.
Par théoréme de récurrence on a bien montré que la propriété est vraie pour tout n

Multiplication par 0 et régle de signes
Propriété : Soit (A, +, x) un anneau. Soit O I'élément neutre de I'addition. Alors 0 est
absorbant pour la multiplication i.e. VX €A, X x 0a=0a=0a % X
Dem: x x 04 =X x (0a + 04) =X x 05 + X x 0 . D'0U par régularité de x x 04 pour I'addition, X x 05 = Oa
Propriété : Soit (A, +, x) unanneau. (i) V(X,y)eA? (-X) x y = X x (=y) = — (X x y).
(i) V(xy)eAZ (x) x (-y) =xxy (i) V(xy,2)eA%, XX (Y—Z) =XXYy—-XXZ
Dem: () (x+ (X)) xy = (x xy) + () x y =04 . D'OU (%) xy =—(x xy)
Deméme, xx(y+(-y)=xxy+ xXx(=y)=0a.D'oU Xxx(-y)= —(XxYy)
(i) On applique (i) en remplagant x par —x
([i)xx(Yy—2)=xx(Y+(-2)) =Xxy + XX (-Z)=XxYy—-XXZ
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Formule du bindme
Propriété : Soit (A,+, x) un anneau commutatif. Soit (a,b)eA% et neN". Alors :
n

(a+b)"= Z (E) ak b" % aveclaconvention:a’=1s=b°
k=0
Ce résultat reste vrai si (A,+,x) est un anneau non commutatif maisavecaxb=bx a

Dem: On procéde par récurrence sur n. On constate d'abord que si axb=b x a, alors (a”xb% xa = a”"* x b®

Soit P, : " (a+b)”:i (E) ak pnkm
k=0

# P, est clairement vraie

n
#SiP,estvraie. Ona: (a+hb)™ :(a+b)”><(a+b)zz (E) ak b"* (a+h)
k=0
n n n n
DNOEED NG NOEED NG L
k=0 k=0 k=0 k=0
n-1 n
:an+1+ Z (E) akt pnk +Z (E) ak pmik +bn+1
k=0 k=1
n n n+l
SR XCATIES YORISSUED YO TR
k=1 k=1 k=0

Donc P, est vraie
Aussi VneN , P, vraie

Identité remarquable

Propriété : Soit (A,+, x) un anneau commutatif. Soit (a,b)eA? et neN. Alors :

n n
a™-—p™ =(a-b)x Y ak¥b"™ = Y ak b™* x(a-b)
k=0 k=0
Ce résultat reste vrai si (A,+,x) est un anneau non commutatif maisavecaxb=b x a
n
Dem: On développe le produit (a —b) x 3 a* b"*
k=0
n n n n n
Ona: (@a—b)x Y ab"™ = Yaakb"™ — Ybakb" = Yakt pmk — Y ak pmik =g _pm!
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

n
Deméme ona: a™ —b™ = ¥ a*b"* x(a—h)
k=0

Exercice: Si (Un)nen €St une suite géométrique de K ou (K,+, x) est un corps, de raison q = 1
Déterminer la somme des n premiers termes de la suite (Un)nen -

3) Corps

Corps

Définition: On dit que (K,+, x ) est un corps ssi c'est un anneau commutatif non réduit a un
point tel que (K\{Ox}, x) soit un groupe i.e. ssi tout élément non nul de K est inversible.

Exemple: (R,+,x) est un corps alors que (Z,+,x) ne l'est pas.

Définition: Soit (K,+, x ) un corps non réduit a un point. On appelle sous-corps de (K,+, x)
toute partie L non vide de K telle que les restrictions de + et de x a L conferent a L une structure de
corps, i.e., si (L,+, x ) est un corps avec L partie de K.
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