CORRIGE

PARTIE | Premiére approximation da/—z

On définit la fonctionf qui & tout réek positif ou nul associex’ - 2.
On notereC sa courbe représentative dans un repére orthohdenpdan, B son point d'intersection avex)@t A le point deC d'abscisse, ouia désigne
un réel strictement positif. On supposera de plieslgs points A et B sont distincts.

1) Montrer qu'on peut définir par récurrence une {litg) de points de€ de la maniére suivante :

* My est un point quelconque @edistinct de A et de B.

* Pour tout n entier naturéMl,,1 est le point d€ de méme abscisse que le padiinitersection de I'axe ¢Qavec la droite (AVy)
On noterau, l'abscisse dMl, etu la suite de terme général, .

Montrer que I'on a, pour tout n entier naturelelation : uﬂ:@ et queM,;, est distinct de A, de B et dé4,,.
at

Soit R, la propriété de récurrence : ",Mxiste, c'est un point dedistinct de Aetde B "

&  Pyvraie ? Mg est un point d€ distinct de A et de B dorig, est vraie

& Si B, estvraie, B est-elle également vraie @n a N, point deC distinct de A et de B. La droite (AlYlest alors bien
définie et n'est ni paralléle & (Ox) (car, Btant suC n'a pas la méme ordonnée que A) ni paralléle & @nc (AM,)
coupe (Ox) en un point d'abscisse positive. Ore&trpas dans (Ox) et la cout®ae contient pas trois points alignés
(I'équation X — 2 =a x + B ne pouvant pas avoir trois solutions réelles).shlespoint d'intersection de (Allet (Ox), est
d'abscisse différente de celle de A et de B. Aessposant ., le point deC de méme abscisse que l'intersection de (Ox)
avec (AM), M, .1 existe bien et est un point distinct de A et d@Ben déduit qué,.; est vraie

» Ainsi on a montré quegrest vraie et que, siRraie, R.; est également vraie. Aussi, par le théoréme deneiice, on a :
OnOIN, P,vraie i.e.OnON, M, existe et est un point d&€ distinct de A et de B.

En particulier la suite (Mn )nDN est bien définie

Si on note  I'abscisse de W, I'équation de (AM) est: Y —f(a) = (X — M . Ainsi uy,; étant l'abscisse du point de
U,—a

cette droite d'ordonnée nulle, on a1 a — f( )f(ugi() Orf(y) = u’—2etf(a)=a—2
n
2
—a_(2_oy W—a ___a-2_2+ay 2+ay
Dolu: y=a—(& 2)un2—a2 a T a a+u1'Dou Upsp = yn

On a déja montré que tous les pointsdthient distincts de A et de B.
Par ailleurs g4 et y, sont distincts sinon on aurait,; uza%? e U2=2< U, :\/5 ce qui est faux car Mlifférent de B.

Ainsi M ;41 est distinct de A, de B etde M
2) a) Justifier, pour tout entier natural: u”l—\ﬁ = a;@ (U —\]_2)

Unes —\[2 = 2+au —\2= —2+au-af2- \/Euq i(% \/2). D'oU Uy - -2 = i(un \2)

a+uy a+y a+ Un
2) b) En déduire, pour tout entier naturel ., —yz | < ‘ 1-32 x| 4, —y2 | puis que| u,—y2 | <| 1- x| o2 |
‘ 2
| un+1—\/_2|— ﬁg‘ | un—\/_2| Or a et ysont positifs, a étant non nul. Do+'a \/E‘ 1+:n <‘ 1- a2
a

Ainsi : ONON, | Uy -2 | < ‘ 1—%‘x| Un 2 |

Par récurrence immédiate, on en dédmhN, | U —\/§| < ‘ 1—3aé X| uo—\/§|

2) ¢) Comment peut-on choisir pour pouvoir en déduire que la suiteonverge Dn précisera sa limite.

2

Si on choisit a de telle sorte q}m—ﬁaﬂ converge et sa limite edlé

soit inférieur strictement a 1, alors la SL([H?.. )nDIN
I suffit de prendre a >3ZQ et la suite(un )nDIN converge verS\E

3) Dans cette question on suppose=:1,Ug = 2.
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n
1
3) a) Montrer qu'on a, pour tout entier natureion nul :| Un —\]E | < (5) En déduire un rangora partir duquelu, est une approximation d& a

10° pres Justifier I'encadrement :1,4<+[2 <1,5

n
ona:oniN, | u,—v2| < | 1-42] X|2—2|. or| 1-42| < % car 1<\/§<% etde mémd 2 2| < 1

1

2
n n

. 1 1 _3

Dot : OnON, | Un —\/§| < (2) On cherche n tel qu«(z) <1073

n
1
Ona :(5) <10%< -nIn2)<-3In(10) = n> 3%(17(;)=9,96316 prés

Ainsi, en posant g = 10, on a, pour tout n= ng, U, est une approximation de\ﬁ a 10 prés

Z
. 1 s Lo R 2 _816_ N aA3 s .

Puisque{ 5 ) < 10~ ¢ w est une approximation d& al0 “pres. Or W=poo= 1,414 a 10° pres par défaut.

Ainsi: 1,404< 2 < 1,425 een particulier 1,4< /2 € 1,5

3) b) On veut préciser la rapidité de la convergenceadsiiteu. On considére la suitedéfinie pour tout entier naturelpar la relation : ,\/:M

Uy +4/2

2n+2
Montrer que c'est une suite géométrigee. déduire : y= (- 1) (\/_2 - 1) puis la majoration |: Un —\]_2 | < 4X (0,2
v, est bien défini caru> 0.

2+4 5
Vo = U=y 1+ G S22+ (@-N2)w - =N =N oy gnaN vy, =232y,
w2 24u, 5 2242 @D h+2) T 2

1+

2 2
La suite (vn )nl:lN est géomeétrique de raisoni?\/% =- (\/E - 1) et de premier terme :%\/% = (\/E - 1)

2n+2
On en déduit OnON, v, = (- 1) (1/2-1) "
Or: th—\2 =y x (h+12) donc | uy—2| < | va| X | uy++2]
Mais d'apres 3)a)} u, +y2| <242 +1<4 et |v,|= 3-202)" < (0,2)" car 1,4<2 < 15

Ainsi : OnON, | Uy —/2 | < 4x (02"

PARTIE Il La méthode de Newton (Algorithme de Babylone)
On reprend la courb€ définie dans la partie précédente.

I) a) Montrer qu'il est possible de définir par récurrenge suitea = (a,) par les deuxonditions :

* g est un réel strictement positif.

* an+1 est l'abscisse du point d'intersection de I'@%¢ avec la tangente é?, aC, P, désignant le point dé d'absciss@,, . Déterminer une relation entre

8n+1 €tan .

Soit R, la propriété de récurrence : ;; €xiste, c'est un point ded'abscisse strictement positive "

& Rgvraie ? B, est un point d€ d'abscisse strictement positive détcest vraie

& SiR,est vraie, R, est-elle également vraie @n a R point deC d'abscisse strictement positive. La tangente,enl&
courbeC est de pente strictement positive. Donc cettegategcoupe I'axe (Ox) en un point d'abscisse sirieht positive
carC est au dessus de ses tangentes. Dgne$§t un point d€ d'abscisse strictement positive : dRy1; est vraie

» Ainsi on a montré quedst vraie et que, si,Rraie, R, est également vraie. Aussi, par le théoréme denece, on a :

OnOIN, Ryvraie i.e.OnON, P, existe et est un point d&€ d'abscisse strictement positive.

En particulier la suite (Pn )nDN est bien définie

Si g, est I'abscisse dg,A'équation de la tangente epd3t : Y —f(g) =f'(a) x (X — &).

'oll = _f ! 'ol : = _2_2: 2-'-2:l 2 :l é
D'ou: g1 =& —@”-Lf,(aﬂ)carf(a)io D'ou: gq1=3a 9“—2(% 93—26}] 2(aﬂ+an). OnON, ap+1 2(an+an)

I) b) On considére la fonction g définie, pour tout réskrictement positif par : g(x) % (X +§) Etudier les variations dgsurR*™"

* * 2 _
La fonction g est de clase& surR, . OxOR, , g'(x) =Xﬂg qui est du signe de x\[2 . Ainsi g est décroissante /2]

et croissante SL[I\IE +oo[ et de plus, le minimum de g SR est atteint enﬁ et vaut\ﬁ.

1) ) Montrer que, poun non nul,a, est supérieur ou éga{\,@ .
En déduire que, a partir du rang 1, la saitest décroissante et admet une limite réeliérifier que cette limite esf2 .
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Pour tout n>0, a= g(a.1) avec a; > 0 donc d'apres I'étude de g, orpaur tout n>0, g, = \/E
- . _1/2 _2-3° . . .
Soitn>0.0na:q;— & =5 (a a1) Ry < 0 car pour tout n>0,,& \/5 Ainsila suite (an )n;l est décroissante

Cette suite(an )n>1 est décroissante et minorée 'g’ér donc d'apres le théoréme de la limite monottaanxial,lite(ag1 )n>1

est convergente. Sa limitevérifie /= \/5 et g¢) =/ par continuité de g. Or I'équation g(x) = adrhet queﬁ pour
solution positive, doné = \/5 . Ainsila suite (an )n>1 converge verS\E

2) On veut préciser la rapidité de la convergence deitga. Pour celapn prend ag = 1,5et on considere la suikedéfinie par : bzu\%
o+

2) a)Justifier la relation : b1 =h? , pour tout entier naturel Déterminer une expression dgen fonction de et deby .
Dnur = an+1_\/E :a:12+2_2\/§3ﬂ — (ah_\li)z =b.2: OnON. b..s = b2
n+1 2 2 bﬂ . n » Mn+l n
aat\2  al+2+22a (&+\2)
n

2
Par récurrence immédiate, on en dédaibEIN, b, = (bo)
2) b) Vérifier : by < 0,04

_ _ 2
b =22 \/\/_% =(30802\/—§) . Or F-2 =%f et l[a—/2| = ]1,54/2|< 0,1 donc(a-+2?< 0,01 Ainsi by< 0,04
&t -

2
2) ¢)En déduire I'encadrementd < & —/2 < 3 x (0,04)

2”
On déduit des deux questions précédentes quetqaun, k < (0,04)
Or:|a —\/§| =Bl x |& +\/§| Or\ﬁ <15 etg<ssup(a,a)=15 car(an)n>l est décroissanteg & 1,5 et @:%

2n
Donc :OnON, |a, —/2| € 3x (0,04)
2) d) En déduire un ranp; a partir duqued, est une approximation déé a10 prés.

2
On cherche n tel que 8 (0,04) <10'°. Ona :

2
3x (0,04) <10 - In3-2"In(250)<< - 10 In(10) = n>

1 In(10 In(10) + In

Q) In(250) 3) il suffitde prendre iz n, =3

PARTIE Il Un probleme de point fixe.

Dans cette partie, on se propose de généralisaircerésultats mis en évidence dans les partieggeétes. On considérera une fonctipdéfinie et de classe
C ! sur un intervalle rédl= [a,d. On notemun réel tel que, pour toutde 1, on ait :¢'(x)| < m et on supposera queest un réel strictement inférieur a 1.
Enfin, on supposera qu'il existeélément de | vérifiant la conditiond (a) = o

On se propose de trouver des valeurs approchéesa®@me limite d'une suite et d'examiner la rapidéda convergence de cette suite.

1) On définit par récurrence la suitepar les conditions : # est élément d'un intervalle centrécent inclus dans 1. * Pour toatentier naturel .1 = ¢( U,)
En utilisant I'inégalité des accroissements finisntrer que, pour tout entier naturgl U,, est élément de | et justifier la relation, pourttoentier naturel :
|th—a] < m'|w—-a| En déduire que la suiteconverge vers.

¢ étant 1-lipschitzienne étf{(a) =a, on a:e>0, ¢ ([o -, a+¢€] ) O [a—¢€, a +¢€]

Ainsi, en choisissarg>0 tel que f —¢,a +€] =J0 1 et pOJ, ona InON, u,0J

Or, en appliquant I'inégalité des accroissements,fon a {InOIN, |p(u,) —¢(a) |[< m|u,—a] donc |gi—a|< mlu,—ql
Aussi, par récurrence immédiate, on en dédUilN, |u,—a|< m"|u - al

Puisque |m|< 1, htend vers 0 lorsque n tend vers etdonc (Un) converge versu

nON
2) On suppose désormais gpi@st de class€ Zsurl et que est un réel tel que, pour toude | on ait |¢(X)| < K. Dans cette question, ou fera de plus les
hypoheses supplémentaires suivanteg'(a) =0 et ¢"(a) Z0

2) a) On suppose la formule de Taylor-Lagrange affirmant : Ot OI, [B 0]0,1[ |¢(t) = d(a) + (t —a) ¢'(a) +§t_—2a)—2¢"(a +0 (t—0a)).

n

K 5 Ky2 ~1 zn
Montrer que OnCIN ,| Upsr — O | < E(U”_q) puis,OnCON :| U, —«a | < (E) (uo—a)

2
On a:0OtOl, [ d(t) —d(a)| < %(t—a) . En particulier :0n0ON , | up,;—a | < %(Un—a)z

n n
2 -1 2
Par récurrence "immédiate”, on en dédaitcIN :| up—a | < (%) (up—a)
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2) b) En déduire que I'on peut choisig de maniere a ce gu'il existe un réel strictemenitip A et un réel strictement compris entre 0 et 1 tel que :
27’\
| U, —a | <AQ

On pose q % |w—a|.On peut choisir ude telle sorte que I'on ait |g] < 1. On pose% =

2n
onON: | u,—a | SA g

2) ¢) Application: En utilisant I'approximation dQ/—Z trouvée dans la partie 1.3) a) et en appliquantésultats précédents a la fonctiptéfinie dans la
partie Il, donner un indicé, a partir duqueh,, est une approximation d@Q a10t° pres.

On travaille avec la fonction g de la partie préoéd. On a g{@) =0, g"(\ﬁ) :lzéi 0

Sur [1,4 ; 1,5], |g"| est majorée par K = 0,75.
Sion prend y= 1,5, ona g =0,0375 et-A2,67 < 3

2n
Avec n, =3, 0napourtoutnzn,, AqQ- <1,2.10 < 107*° Donc pour gest une valeur approchéei2 a 107'° prés

Orona:g=3=15 a='=1416667a1bpres, a= 27 =1414215 a 1bpres

2 12 4082
etenfin g= 869857— 1 4142135623 a 1Bpres
470832
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