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CORRIGE : Développement limité généralisé des solians de tan(x)=x

1) Soit n ON". Montrer que I'équation tan(x) = x admet, surlﬂ#nn,ﬂ+ nrt[ une unique solution notég xXOn montrera aussi que¥] n n,§+ nre|.

Soit rJIN". On étudie la fonction, féfinie sur | =] - + m1; Dt par:OxOly, fa (X) = tan(x) — x

On a: f{ strictement croissante suf (1, dérivable de derlvee t%\posmve et ne s'annulant qu'en un ppirgontinue sur,let
admettant des limites infinies eng—lr nrt et g+ mt. Aussi, par le théoréeme d’'homéomorphismesf une bijection de

I, versR.
En particulier, il existe un unique, ge |, tel que f(x,) =0
Ainsi, I'équation tan(x) = x admet %, pour unique solution sur I, =] —g+ nn,g+ nm [

Par ailleurs : {x,) =0>-n1 =f, (n ). Ainsi, comme f est strictement croissante syrdn a %, > n 1t

Le but du probléme est de chercher un développelingité a la précision fide %
2) Pour nON’, on pose : y= X, - Nt

a) Montrer que I'on a pourliN’, y, = arctan( )

tan(y,) = tan(x — nm) = tan(%) = %,. Or y, est dans ] ’—ZT TEI[’ intervalle sur lequel tan est injective et dantdciproque est

. . 1 . 1
arctan. Aussiy,, = arctan(x,). Par ailleurs, comme,% O : arctan() =g— arctan(x—n). Aussi 3y, :TET_ arctan (x_>
n

b) En déduire la limite éventuelle dg uis trouver un développement limité généralis&.dela précision h

Puisque x> nT, la suite (x),-o diverge vers 0. Ainsi par continuité de arctan enyQ,converge ver%.

Ainsi: x, = nn+’—21+ o(1)

3) Dans cette question on veut aboutir & un DLG,d&e = précision T
a) Donner en utilisant ce qui précéde un DLGd& la précision fi

Xn

1
Ona:x=nn(1+i+ 0(—))_ D'ou;i:_l x_ 1 -1 x(l—i+o(%))
2n n Xp nmog 1 2n
2n

N 1
D'ou :i:i— 1 +O(_2)
X, N 2T n
b) En déduire un DLG deya la précision

. _ . 1y_1_ 1 1 Caia —T_ 1 1 1
Ona: arctan(t) =t + djten 0 donc.arctaéxn) == +O(n2) et ainsi :y”_E ﬁ+ 2n2n+0(n2)

c) En déduire un DLG depa la précision i

Le DL précédent nous donn&.;= n T[+12T 1 + o( )
nT

1 1,2 1
4) Renouveler la méthode précédente pour montrer querdIN” : x, = nmr+I-L +_1 ( t-=) 2 (- + —) 1+ 0(—)
) P P Querp ' 2 nm 2rfm 4 3 T[Z T 4 1) ofn n'

Y 1_ 1 1 1)) o 11 1
%= 1+—- + + 0 . ===
Ona:x nn( 2n P 2rT (ﬁg Dot Xn nnx 1 1 1 1
1 0(53)

N | 1 1 1 1 1 1 \V_/1 1 1
Dol : ==L x (1- (L- - (L -
RN nnx( (Zn nzrfsz)* 1 n2T12+2n3T12) (Zn n2n2+2r13n2>
1_1 ~ 1,1 /3 1\1 1
=% nnx<1 2n (2w (2Tl2+8 HE“LO(_?)
1_1 1,0
= 2 -1_
Xn NT 2nzﬂ (le ) (2112 8 nT[ (7)

Ainsi, comme arctan(t) :—t% + o(t“) en 0, on en déduit :

arctan( ) ppes 2r12T[ (T:tz (2112 8 nTt_3n31T[3+ n:ALlTﬁ+0(F:L‘[)
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1 2 1,1 1
D'ou : :E—i+ 1 —(—"'—) 1 +(—+—)i +0( )
W nn  2n \4 31%) n T\B Wnig n*
= m_ 1, 1 _ 1+L> 1 l+i)i 1
Etdonc.xn—nn+2 n“+2nz“ <4 377 n3n+ s ) ol =

CORRIGE : ETUDE DE LA FONCTION X — */gn0

Soit f la fonction deR* versR définie par {ix # 0, f (x) :ﬁou sh désigne le sinus hyperbolique.

1) a) Montrer quef est de classe€® surR’

SurR’, f est le quotient de deux fonctions de cladSalont le dénominateur ne s'annule pasc f estde

classe@” sur R’
a)Montrer quef est prolongeable par continuité en 0. Donneelaur de ce prolongement en 0.
Au voisinage de 0, on a: sh(x) ~ x. Dohgossede 1 pour limite en 0. Ainkest prolongeable par
continuité en 0, la valeur de ce prolongement étan
On pose g la fonction continue ®edansR dont la restriction &* est f

b) Déterminer un dévgloppement limité de g & l'ordem ® 4

sh x_ X _, x x
Ona: T 1+—+m+ 0()(5) DOUST 1-; —m‘i' 3_6 +0(Xr’)

_, X1
etdoncﬁ 1 6 * 365 + 0(X)

c)Montrer que g est de class&sur R. Préciser les valeurs g'(0) et g"(0).

g est de classe' surR" et on a Ix0OR’, g'(x) = ﬂ%ﬁ)

3
Or, au voisinage de 0 : sh~ X et sh(x) x ch(x) ~—)é— d'ol g'(x) ~—§
Ainsi, g est continue sWR, de class€’ surR" et possede une limite finie (0) en 0. Donc d’apee
théoréme de prolongementgest de class€’ sur R et on a de plus g'(0) =0
2 x cH(x) = 2 ch(x) sh(x)- x sH(x)

sk x '

g est de classe? surR” et on a IxOR", g"(x) =

3
Or, au voisinage de 0 : 3h~x* et 2 x cfA(x) — 2 ch(x) sh(x)}- x st(x) ~ —)é— d'ol g'(x) ~—%

Ainsi, g’ est continue suR, de class€' surR’ et posséde une limite finie é) en 0. Donc d’'apres le

théoréme de prolongement,est de class€’ sur R et on a de plus g"(0) 3

2) a) Budier les variations de g sRr b) Tracer la courbe représentative de g
g étant paire, il suffit de I'étudier s®" et de compléter par symétrie d’axe (Oy)
pour obtenir tout son graphe

On a:OxOR’, g'(x) = %W@ On pose h : % sh(x)- x ch(x) .

h est de classe™ surR et : OxOR, h'(x) =—xsh(x) < 0

Ainsi h est décroissante SBr Or h(0) = 0 donc h est négative &ir.

En particulierg est décroissante suilR”

D’autre part, x =0 (sh x) enet. D’'ou lim g(x) =0 donde graphe de g

X - +00 b - - 2 4

(=]

possede I'axe (Ox) pour asymptote

On posed : x — ¥ sH(x) + sh(x)— x ch(x).¢ est de classe” surR et OxOR, ¢’(x) = (ch(x) — x) sh(x}> 0
surR”

Donc :OxOR,, - < g'(x) < 0. Cet encadrement étant également vérifié enfaeparité, suR.’, on en
déduit quey est lipschitzienne de rapport %2
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