Lycée Marceau MPSI 2014/2015 Le lundi 02 février 2015

DEVOIR SURVEILLE N° 7 (4 HEURES)

Ce devoir est constitué de deux problémes. L’ordre des exercices ne correspond a aucun critére de difficulté ou de
longueur : vous pouvez les traiter dans ’ordre que vous voulez. Veillez & soigner la copie tant pour ’écriture, la
propreté que pour la rédaction, la rigueur et I’argumentation. La calculatrice est interdite. Vous numeéroterez vos

copies et ferez apparaitre clairement sur la premiére page le nombre de copies.

PROBLEME I

Partie I

On considére les suites (up) €t (vp), . définies par : pour tout entier naturel p,
p
1 . 1
up:kzgg et, sip>1, vp:up—i—];

La—e)P
1. (a) Montrer que : Vp € N*, e = u, +/ —'et dt
0 p:
(b) En déduire : Vp € N*, |u, — e] < El
P!

¢) En déduire que les suites (u et (v convergent vers e.
p)peN p)p g

eN*
2. On veut montrer que e est irrationnel. Pour cela on raisonne par I’absurde en supposant I’existence
m
d’un couple (m,q) € N x N* tel que : e = —
q

(a) Montrer que : ¢ (¢!) u, et ¢ (¢!) v, sont deux entiers consécutifs.
(b) Montrer, d’autre part, que : g (¢!) (e — u,) € [0, 1] puis que ¢q (¢!) (e — u,) €10, 1]

(¢) Aboutir a une contradiction

Partie 11
Soit (E) I'équation différentielle : (1 —z)%y/ = (2 —z)y.

On note I l'intervalle |—oo, 1].

2 _
1. Calculer une primitive A de la fonction a définie sur I par : a(z) = a 36)2
-z
2. Intégrer (F) sur I.
1
Soit f la fonction définie sur I par f (z) = . =
-

3. Calculer le développement limité de f au voisinage de 0 & l'ordre 3.

Partie 111

1. Prouver par récurrence que, pour tout entier naturel n, il existe un polynéme P, tel que :

f (@) = Py (

La démonstration permet d’exprimer P, ;; (X) en fonction de P, (X), P! (X) et X. Expliciter cette
relation.

1 ) eTz pour tout réel x appartenant a I.
-
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2. Préciser Py, Py, Py et Ps.

3. En dérivant n fois les deux membres de 'équation (£, prouver que pour tout entier positif n :
P (X)=[(2n+1) X + X?| P, (X) — n*X*P,_1 (X)

4. Déterminer les degré, coefficient dominant et coefficient constant de P,.

Partie IV

Le but de cette partie est d’établir quelques propriétés des nombres a, = £ (0).
1. Pour tout entier positif n, exprimer a,; en fonction de n,a, et a,_;.
2. (a) Préciser, sans nouveau calcul : ag, aq, ag, az. En déduire ay.
(b) Préciser le développement limité de f au voisinage de 0 & 'ordre 4.
. On reprend la suite de la premiére partie (up)peN définie par u, = i %
k=0

o

Si p et n sont des entiers naturels quelconques, on pose :

4. (a) Exprimer S, (0) et S, (1) a l'aide de u, et u,_; pour p > 1.

)
(b) Prouver que les suites (S, (0)) oy et (Sp (1)), convergent et préciser leur limite en fonction
de e.

5. Prouver que quels que soient les entiers p et n supérieurs ou égaux a 1 :
Sy (n+1) — (2n+2) S, (n) + 128, (n— 1) = S, (n) — 5, (n)

6. En déduire que pour tout entier naturel n, la suite (S, (n)) oy converge.

p

)1 Pofn+i\ 1
. Prouver que : a, = lim Z<n+l) = lim n! ( >.,—

p——Fo00 4 (21)2 p——+oo P n 7

~J
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PROBLEME II : Somme des carrés des inverses des entiers

Dans ce probléme, pour une fonction f et un entier naturel k, f*) désigne la dérivée k-éme de la fonction f

avec : fO) = f.
Remarque : sauf s’il est précisé entier naturel, un entier peut étre positif ou négatif.
"1
Partie A : Convergence de la suite E o
1
Dans cette partie, p et n sont deux entiers naturels non nuls et on pose S, (p) = T

1. Montrer que pour tout entier k >

1 k+1 1 1
< —dr < —.
GrirS ), 25w

2. Montrer que pour n > 2, / —dr < S,—1(p).

3. Démontrer, par un calcul d’intégrales, que / m dt a une limite finie lorsque x tend vers +o00 si et

seulement si p > 2.

4. Montrer que la suite (S,(p))n>1 converge si et seulement si p > 2.
On note alors ((p) = lirJlrn Sn(p)-
n—-+0o0

Partie B : Calcul de ((2)

n

Dans cette partie, on veut trouver un encadrement de Z w2 pour en déduire une expression de ((2)

k=1

1
1. Pour n € N* on considiere le polynome P, défini par : P, = % (X +i)* — (X — i)

Déterminer le degré de P,
i 2n+1
Montrer que 'on a : P, = Z (—1)° X2n—2p (Ry)
prd 2p+1

Sans utiliser (R;), déterminer les zéros de P, et montrer qu’ils sont tous réels et que I'on peut
les écrire a 'aide de la fonction tan

i km
En dédui r t écrire : P, = (2n+ 1)] | ( X* — cotan” .
n déduire que Pon peut écrire (2n + )g( cotan (2n+1)) (F2)

otl cotan est l'inverse de la fonction tan lorsque c’est possible.

En comparant les coefficients en X?"~2 dans les relations (R;) et (R»), montrer

o () - 0

. 1 2n(n + 1)
En déduire que : - — =
; sin? (—) 3

2n+1
Montrer que : Vz € ]0, g [ ,sin(z) < o < tan(x)

n

1
En déduire un encadrement de — lorsque 1 <k <n
T

2n+1

7T2

En déduire ((2) = 3
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Partie C : ((2) est irrationnel

) ) " (1 —ax)"
Dans cette partie, pour n entier naturel non nul et x réel, on pose f,(z) = ( ' )
n!
1. Dans cette question, n est un entier naturel non nul.

2n

vy . 1 ;

(a) Montrer qu’il existe n + 1 entiers e, €,41, ..., €2, tels que f,(z) = —|Z e; x".

n!“

=n

(b) Montrer que pour tout entier naturel k, fék)(O) et f,(lk)(l) sont des entiers.
(On pourra remarquer que f,(z) = f,(1 —x) ).

On veut montrer que 72 est un irrationnel, et on va raisonner par 1’absurde :

a .
on suppose que T2 = 7 ou a et b sont deux entiers naturels non nuls.

2. On pose, pour n entier naturel non nul et x réel :
Fy(a) = b"(w" fu(x) = w272 [P (z) + 72 [0 (@) — -+ (=1)" [P ().
(a) Montrer que F,(0) et F,,(1) sont des entiers.
(b) On pose, pour n entier naturel non nul et x réel :

gn(x) = F!(2)sin(mx) — 7 F,(x) cos(mzx), et A, = 7r/ a" f,(x) sin(rz) de.

0

Montrer que, pour n entier naturel non nul et z réel : ¢/ (z) = 72a"f,(x) sin(wx), et montrer
que A,, est un entier.

an
3. On pose, toujours pour le méme entier a, u, = —-
n!
(a) En considérant le quotient "1 montrer que lim w, = 0.
n n—-+o0o
o . ) a® 1
(b) Montrer qu'’il existe un entier naturel ng tel que pour tout entier n > nq, — < 7
n!
1
(¢) Montrer que pour tout réel xz € [0,1], 0 < f,(z) < ot

(d) Montrer alors que, pour tout entier n > ng, A, €]0,1[, et conclure que 7% est irrationnel.

(e) Comment peut-on déduire de ce qui vient d’étre fait que 7 est irrationnel 7

Pour information

Il a été prouvé depuis le 18-iéme siécle, que ((p) est irrationnel pour tout entier pair p > 2, récemment
(1979) il vient d’étre découvert que ((3) est irrationnel et le mystére demeure encore quant a 'irration-
nalité des ((p) pour les entiers impairs p > 3 ...
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CORRECTION
PROBLEME I
Partie I
, "1 1
Soit up:kzzgy et vp:up—l—m
1—t)?

1
1. (a) On note : w, = u, +/ ( ' e’ dt. En intégrant par parties, on a :
0 p:

101 __ 4\P 19 _ p\ptl
/ (1 t> et dt = ; +/ &et dt.
o D p+1)! Jo (p+1)!

Ainsi la suite (wp),c est constante et donc : Vp € N, w, = wo = e.

1 p
1—1
Ainsi | Vp e Ne = u, + / #el dt
0 b-

1 p 1
1-1¢ 1 e
/ (—>et dt‘ < / eldt = —. Ainsi : | Vp € N* |u, —e| < —
o P o P! p‘ p!

(b) fu, — ¢| =

(c) Par le théoréme des gendarmes, on en déduit que | (u,) .. converge vers e |.
) P/peN

1

Comme — tend vers 0 lorsque p tend vers +o0o, on a aussi (UP)I)EN* converge vers ¢ |.
p-p:

2. On veut montrer que e est irrationnel. Pour cela on raisonne par I’absurde en supposant I’existence

d’un couple (m,q) € N x N* tel que : e = —

(a) q (¢)uy=qx Z ik X Z q— ( ) Donc q.qlu, est un entier.

De plus : ¢ (Q')vq—Q(Q)uq—Q(Q)(vq ug) = 1.
Ainsi| ¢ (¢!)u, et g (¢!) v, sont deux entiers consécutifs|.

b) On montre aisément que (u est strictement croissante et que (v est strictement
P/peN p

décroissante. Ainsi, comme elles convergent vers e, on a :

peN*

i
uq<e<vqetdonc0<(e—uq)<(vq—uq)zﬁle 0<q(q)(e—u, <1.

Donc| ¢ (¢!) (e —u,) €]0,1]
(c) On a q (¢") (e —uy) = qqle — qqlu, = mq! — qqlu, € Z(]0,1][ = @ Contradiction. Ainsi

| e est irrationnel

Partie 11
Soit (E) I'équation différentielle : (1 —z)%y' = (2 — z)y.
On note I l'intervalle |—oo, 1].

1. On remarque que a(z) = = + ——=, ce qui définit une fonction continue sur I, et existence de

(1- )
primitives de a sur [ est ainsi assurée. Une primitive de a sur I est alors par exemple A définit sur

Ipar| A(z)=—In(1—2)+ .

2. L’équation (E) est une équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre; le coefficient
devant y’ ne s’annule pas sur I, on en déduit que les solutions de (FE) sur [ sont les fonctions
définies sur I par z — Ae*® o X est un réel quelconque. Les solutions de (E) sur I sont donc

1
les fonctions définies sur I par| = —— ﬁe -z,
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3. f étant de classe € sur I, elle admet un développement limité a tout ordre en 0; de plus,

1ixeliﬂﬂ=(1+x+x +2* + 0 () e.em o o(%)
= (1—|—ZE—|—ZB + 23 +0 (1+ r+x +g;)+%($+$2)2+é($)3+0($3))
= (1+x—|—x + 23 —i—o (1—0—36—1— x+163$3+0($3))

7
= <1+2:c+2:c + :L'3—|—0(x3)>

7 17 .
Donc | f(z) = (1+2r+2r + = 3 s +o(q;5)>.

Partie 111

1. Soit %, la propri¢té de récurrence : 3P, € R[X]|Vz € I, f™ (z) = P, (&) T
15 %, est-elle vraie 7.

1
On pose Py =X etona: Ve €I, Py () et = . et = fO(x) Donc‘ X, est vraie
—x

1 Supposons #, vraie pour un certain entier n. %, 1 est-elle vraie 7.

1l existe un polynéme P, tel que : Vo € I, f™ (2) = P, (1196) o= . [ étant de classe € sur I,
on peut dériver cette expression. On obtient :

On pose P, = X% (P, + P'), P, est un polynoéme tel que : Vo € I, f"V) (z) = P,y ( ! ) eTs

Donc ‘ K11 €st vraie ‘
i On a montré que Z, est vraie et, pour tout entier n, %, vraie entraine %, ;1 vraie. Ainsi par théo-

réme de récurrence, Vn € N, %, vraie,i.e.| Vn € N, JP, € R[XH Ve eI, f™(x) =P, (ﬁ) etz |
Deplus:| Vne N, P, = X* (P, + P)

2. On a déja vu :| Py = X | La relation de récurrence prédente permet d’obtenir les autres :
P=X3+X%2 Pp=X4+4X*4+2X% e P =X"+9X%4+18X°46X"

3. Comme f est solution de I’équation (E) donc on a : Vo € I, (1 —2?)f'(z) = (2—2z) f(z) En
dérivant n fois cette relation, on a d’aprés la formule de Leibniz,

Vo e I, (1—x)" [0 (2) =20 (1 —2) [ (2) + 0 (n = 1) f7 (2) = (2 =) [ (2) = f "7V (2)

e 132 -t
Donc en multipliant par (E) e Tz,

1 1 1 2 1 n2 1
I P (—— ) = [ 2n+1 B Fn- -
Ve el, ”H(l—x) ((n—i— )1—x+<1—$)> ”(1—x)+(1—x)2 nl(l—x) 0

Donc, comme 2 — = est une bijection de I sur R%), le polynéme P, —[(2n + 1) X + X?] P, (X)+
n?X?2P,_ 1 (X) posséde une infinité de racines et est donc le polynome nul. Ainsi :

Poii=[2n+1)X + X?|P,(X)—n*X?P, ; (X)

4. Comme Py = X, la relation de récurrence précédente permet d’établir aisément que :
‘ P, est unitaire, de degré 2n + 1 et de coefficient constant nul
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Partie IV
1. D’aprés la définition de P, ,on a: a, = f™ (0) = P, (1)e, d’ott apy1 = ((2n + 1) + 1) a, — na,_1,
soit | Vn € N* a,,1 = (2n + 2) a, — na,_1

2. (a) On a calculé Py, P, P, P3, on en déduit
’ ag =e€, a; = 2e, as = Te et ag = 34e, puis ay = 8az — 9a, = 209e ‘

(b) f étant de classe € son développement limité a I'ordre 4 en 0 est obtenu par la formule de
Taylor Young : f () = ao + a1z + %a® 4+ %’ + %a' 4+ o (2") Tous les calculs ont été faits

précédemment. Ainsi :| f () = e (1 + 22+ To? + Fad + 22 + 0 (27))

p
1
On reprend la suite de la premiére partie (up)peN définie par u, = Z o

k=0
. . "L (n i)
Si p et n sont des entiers naturels quelconques, on pose :S, (n) = Z (_|)2
=0\
p il P 1
3. (a) On a: S,(0) = — = Z,— Donc | S,(n) =u,|. De méme, sip > 1 5,(1) = 1+
= (1) i=0 i
p . . p . p p—1 P
(i+1)4 i I 1 I . — :
ZW_l—i_Zﬁ—i_Zﬁ_Zﬁ—i_ E—Up—FUp,l.DOH. Sp(l)—up—i—up,l
i=1 : i=1 i=1 i=0 i=0

b) Comme la suite (u converge vers e, on en déduit que
P/peN 8

(Sp (0)),cn converge vers e et (S, (1))
4. D’abord :

peN converge vers 2e

Zp:(n+i+1)!—(2n+2)(n+i)!+n2(n+i_1)!

— (i!)?

Ensuite, on peut simplifier le terme général de la somme de droite :
n+i+ D) =Cn+2)(n+i)l+n2(n+i—1)! (n+i-D![(n+i+1)(n+1i)—(2n+2) (n+1i)+n?
(i)? - (i)?
(n+i—1)!(*—i—n)
N (i)?
(n+i+D)!=(2n+2) (n+0)!+n?(n+i—1)! _  (n+i=1)  (n+i)!
(ih)? T (G-ny? (ih?* 7

S, (n+1)—(2n+2)S,(n) +n’S, (n —1)

et donc en revenant a la

D’ou pour tout ¢ > 1,
somme :

2 - (n+i—1) - (n—i—i)_!
Sp(n+1)—(2n+2)sp(n)+nSp(n_l):_n!+;m_; (ih)*
n+i)  ~(nti)
_ ( ) _Z( )

— (i)’ (i)’

On a démontré la relation :
V(n,p) € (N*)? S, (n+1) — (2n+2) S, (n) +n2S, (n—1) = S,_1 (n) — S, (n)
5. Soit Z, la propriété de récurrence : la suite (S, (n))
= %, et X, sont vraies d’aprés la question 3b.
1= Supposons %, et Z,.1 vraies pour un certain entier n. %, o est-elle vraie 7.
On sait alors que les suites (S, (n)) oy et (Sp(n+ 1)),y convergent. Or, d’aprés la question
préédente, on a : Vp € N* S, (n+2) = 2n+3)S,(n+1) — (n +1)2S, (n) + S,—1 (n + 1) donc
la suite (S, (n +2)),y converge comme somme de suites convergentes.

pen converge

Donc‘ K, 1o €st vraie ‘
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1 On a montré que Z, et %, sont vraies et, pour tout entier n, #Z,, et %, 1 vraies entraine %, o

vraie. Ainsi par théoréme de récurrence double, Vn € N, %, vraie, i.e.| Vn € N, (5, (n))pGN converge

6. Passons a la limite lorsque p — 400 dans la relation établie précédemment :
Sy (n+1) = (2n+2) S, () + 175, (n— 1) = S, (n) = S, (n)
et appelons b, la limite de (S, (n))peN pour chaque entier n, on obtient :
bus1 — (2n +2) b, +n’b,_ 1 = b, — b,

et on en déduit que les suites (a,), oy €t (bn), oy vérifient la méme relation de récurrence double.
Mais de plus, by = e = ag et by = 2e = a; ; on en déduit que les suites (a,,),, .y €t (bn), o SONt égales,

<1 . , n+1i)!
c’est-a-dire que pour tout entier n € Nyona:| a, = lim S,(n)= lim E %
p—r+o0 p—+00 4 0 (Z’)
1=

on peut aussi écrire :

n+1 1 (n+41d)!
L
n

Enfin, en remarquant =3,
o nl (i)

"\ (n+1) "o (n+i
a, = lim 5— = lim n‘z
p%+oo — (@l) p—++00
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PROBLEME II : Somme des carrés des inverses des entiers

n
. . 1
Partie A : Convergence de la suite Z o
k=1 neN*
1
L. Par décroissance de f : 2 — — on a: Vr € k. k+1], f(k+1) < f(z) < f(k) d’ou, par
ki k1 k1

positivité de l'intégrale, flk+1)dr < flz)dx < f(k)dz ce qui s’écrit encore
k k k

! < T dr < !
(k+1)p = ), aP TS |

2. En sommant les inégalités précédentes pour k € [1,n — 1] et appliquant la relation de Chasles,

Vk € N,

n—1 -1
1 "d 1
E ——— < / i < E — Par changement d’indice & := k& — 1 dans la premiére somme,
— (k+1)r poah ek
) " dx
on tire : | S, (p) —1 < - < Sno1(p).
T

Nt

, qui a pour limite
L-p

1 P —

3. —Si p=>2, alors / lorsque A tend vers l'infini;

1 2P

A

dx

—si p=1, alors — = [lnx}A, a pour limite +o0o en +oo.
1 TP !

On conclut que / I dt a une limite finie lorsque x tend vers 400 si et seulement si p > 2.
1 L

4. Pour p fixé, la suite (Sn(p)) est clairement croissante. Or, d’aprés la question 2,

neN*

est majorée;

‘ " dx 1 .
—si p>2, alors ¥n =1, S,(p) < 1—1—/1 ey <1+ p——l donc la suite (Sn(p))neN*

n+1 dr
—si p=1, alors Vn > 1, S,(p) > / — donc  lim S, (p) = +o0.

1 T n—-+oo

Conclusion : | la suite (Sn(p))neN* converge ssi p > 2|

On note alors ((p) = lilf Sn(p)-

Partie B : Calcul de ((2)

1
Dans cette partie, on veut trouver un encadrement de Z e pour en déduire une expression de ((2)
k=1

1 n

1. Pour n € N*, on considrere le polynéme P, défini par : P, = % (X + ) (X —
1
(a) Les termes de degré 2n + 1 de P, s’annulent. En regroupant les termes de degré 2n de P,, on
obtient (2n + 1)X?". Ainsi | le degré de P, vaut 277/‘

Z-)2n+1)

o . : 1 (= k AN At 2 R
(b) En utilisant la formule du binéme, on obtient : P, = 5 E <z — (—1) > L Xt
i
Or dans cette somme, les termes pour k pair sont nuls : il ne reste que les termes avec k impair.

i (2n+1
On aalors :| P, = Z (—1)” ( ) X2 (1)

=0 2p+1
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(c)

2n+1
n A\ 2n . z+1
Soit z € C\ {i}. z est un zéro de P, sssi (z+1)"""" = (z — )" ssi ( ) = 1. Or
z—1

szZ, ne peut pas étre égal a 1 car z + 1 # z — 4. Ainsi :
z2—1
. 2%k 0S km
=i - )

Or la fonction cotan est injective sur |0, [ et lorsque k décrit [1,2n], reste dans |0, 7[.

Alinsi less racines précédentes sont au nombre de 2n. Comme P, est de degré 2n, on a trouvé
toutes ses racines et elles sont simples.

Ainsi | les zéros de P, sont les cotan ( )
n

> pour k € [1,2n]

P, est un polynéme de degré 2n dont on a trouvé toutes les racines. On en déduit :

2n
k
P,=(2n+ 1)H (X — cotan (2nj_ 1)) . Donc :

k=1

- k 2n+1—k
P,=(2n+ 1)H (X — cotan ( T )) (X — cotan (M))

P 2n+1 2n+1
Dou| P, = (2n+ 1)ﬁ X? — cotan® i (R2)

" e ’ 2n + 1 2
2n+1 2 1)(2n —1

Le coefficient en X?"2 dans la relation (R;) est —( ; > _ _n@n+t ?3( n ) Le

coefficient en X?"~2 dans la relation (Ry) est —(2n + 1)2 cotan? (

). Par unicité de
k=1

2n+1

n
km n(2n —1
ce coefficient, on a : Z cotan? ( ) = ( )

k=1

T 1 g cosi(@) A
Pourtouth}O,Q[,ona.. =143 x).AlnSI.Z
k=1

= n—l—z cotan® (Qn n 1)

sin’ ( In+1 )

n

Z 1 ~ 2n(n+1)

g 2( o ) =
S 5,79 3

l.e.

k=1

Soit x € 2 [ On a:Vt e [0,2] cos(t) <1< 1+ tan?(t) Ainsi, en intégrant entre 0 et x, on

obtient : Sill(.’l?) < z < tan(x)

k kr \?
Sike[[l,n]],onaan E[O,z[etdoncsiHQ(’”)g( m ) gtamQ(”C7r ).Comme

+ 1 2 2n+1 277, + 1 2n+1
ces termes sont strictement positifs, on en déduit 'inégalité des inverses :
1 1
, . -~ - 2 Iﬂ? T
Vk € [1,n] , cotan (Qnil) < o N2 gth( E )
(27},—&-1) " 2n+1

En sommant ces inégalités, on en déduit

km (2n —|— 1 .
Zcotan ( 1) Z 2 S Z m, c’est-a-dire :

2n+1
_ 2 n 2
(2n 1) v T < i < 2n(n—|— 1) y T '
3 (2n+ 1) S 212 3 2n + 1)

2
) . s
La somme est encadrée par deux suites convergeant vers R donc par convergence par enca-
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drement, la suite (S,(2)) converge vers | ((2) = —

neN*

Partie C : ((2) est irrationnel

Dans cette partie, pour n entier naturel non nul et x réel, on pose f,(z) =

1. Dans cette question, n est un entier naturel non nul.

N - 2" (l—z)" 1~ (" Eontk g
(a) D’apreés la formule du binoéme, on a : Vo € R, — = — E (—=1)" """, Si on
n! n!

, n
pose, pour i € [n,2n], e; = (—1)"" ( ),

1T—nNn

2n

: 1 ;
on a bien trouvé une famille | d’entiers tels que f,(z) = - E e; x|
n!
=1

(b) —Pour k > 2n ou k < n, fﬁk)(()) = 0 car f, est de degré 2n et admettant 0 pour zéro d’ordre n
k!
— Pour k € [n,2n]. fT(Lk)(O) = e €L
n!

— Pour tout entier k, £7(1) = (=1)¥ f(0) car f,(z) = f.(1 — z). Ainsi, puis que tous les
£%(0) sont des entiers, c’est aussi le cas pour les £ (1)
)

Ainsi,| pour tout entier naturel £, f}g@(()) et f,g,k (1) sont des entiers. |.

On veut montrer que 72 est un irrationnel, et on va raisonner par 1’absurde :

a .
on suppose que 72 = 7 ou a et b sont deux entiers naturels non nuls.

2. On pose, pour n entier naturel non nul et x réel :
Fy(a) = b"(n?" fu(x) = w272 [P (2) + 72 [0 (@) =+ (= 1)" [P (@),

(a) Dans l'expression définissant F,(0) et F,,(1), on a dans la parenthése une somme de rationnels
car on a supposé que 7 était rationnel et on a montré que les fék)(O) et fT(Lk)(l) sont des
entiers. Donc les termes entre parenthéses de F,,(0) et F,(1) sont des rationnels. De plus les
dénominateurs des 72* sont des diviseurs de b". Donc comme on multiplie le tout par b",

F,(0) et F,(1) sont des entiers |

Remarque : on pouvait aussi constater F},(0) = bnz (—1)F 72n=k) £ (2k) () = Z (—=1)F a™ bk £2R) (0) ce qui
k=0

. k=0
est entier.

(b) On pose, pour n entier naturel non nul et x réel :

gn(x) = F!(2z)sin(mx) — 7 Fj,(x) cos(mzx), et A, = 7r/ a" f,(x) sin(rz) de.

gn est dérivable et :
Vz € R, ¢/ (z) = (F!(z) + 7 F,(z))sinmz. Donc | Vo € R, ¢/ (z) = 7%a" f,,(x) sin(7rx) |

! (gn(1) — 9,(0)) = F,(1) + F,(0). Donc ‘ A, est un entier.‘

On en déduit que A,, = —
s

. . . a"
3. On pose, toujours pour le méme entier a, u, = —-
n!
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(a) Par comparaison des suites usuelles, | lim wu, = 0|.
n—-+oo

1
(b) Comme lim wu, =0, il existe un rang py tel que | Vn € N;n > p; — —|.
n— 00 n! 2

1
(¢) Comme Vz € [0,1],0<2(1—2)<1,ona| Vee|0,1],0 < f,(z) < — |
n!

1

0 avec une
égalité uniquement en 0 et 1. Ainsi en intégrant, on trouve | Vn = py, A, €0, 1]| Comme il

(d) En appliquant cet encadrement pour n > pg, on a : VY € [0,1],

n’y a pas d’entier dans |0, 1[, on en déduit une contradiction et donc ’ 7° est irrationnel ‘

(e) Si 7 était rationnel, ce serait aussi le cas de 2. Comme ce n’est pas le cas, on en déduit que

| 7 est irrationnel |
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