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PROBLEME : Polynômes de Tchebychev de première espèce
On considère les polynômes Pn dé�nis par : P0 = I, P1 = X et la relation de récurrence :

∀n ∈ N, Pn+2 = 2XPn+1 − Pn

PARTIE I 1. Calculer P2, P3, P4

2. (a) Montrer que Pn est de degré n. Déterminer son coe�cient dominant

(b) Montrer que Pn est pair si n est pair et Pn est impair si n est impair.

(c) Calculer Pn(0), Pn(1) et Pn(−1)
3. (a) Montrer que :

∀n ∈ N,∀α ∈ R, Pn (cos(α)) = cos(nα)

(b) Montrer que Pn est l'unique polynôme P de R[X] véri�ant :
∀α ∈ R, P (cos(α)) = cos(nα)

(c) Montrer que :
∀n ∈ N,∀α ∈ R, Pn (cosh(α)) = cosh(nα)

(d) Déterminer toutes les racines de Pn ( On cherchera d'abord les racines de Pn de la forme

cos(α) donc se trouvant dans [−1, 1], puis on montrera qu'on les a toutes trouvées)

(e) Déterminer toutes les racines de P ′
n

(f) Montrer, en utilisant la relation de récurrence satisfaite par les Pn, que :

∀n ∈ N, Pn ∧ Pn+1 = I

(g) Déterminer la décomposition en éléments simples de
1

Pn

PARTIE II Soit x ∈ R. Soit un = Pn(x)

1. Ecrire, à partir de la dé�nition de la suite (Pn)n∈N, une relation de récurrence entre un+2, un+1

et un

2. En utilisant les résultats généraux sur les suites récurrentes linéaires doubles, montrer que :

(a) si x ∈]− 1, 1[, alors un =
1

2
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x+ i

√
1− x2

)n
+
(
x− i

√
1− x2

)n)
(b) si x ∈ R \ [−1, 1], alors un =

1

2
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x+
√
x2 − 1

)n
+
(
x−
√
x2 − 1

)n)
(c) Que se passe-t-il si x = ±1 ?

3. Retrouver ces résultats à l'aide des résultats de la partie I
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