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DEVOIR EN TEMPS LIBRE N© 12

Vous numéroterez vos copies et ferez apparaitre clairement sur la premiére page le nombre de copies.
Vous préterez une attention particuliére au soin de vos copies et a la qualité de votre argumentation

PROBLEME I : Polynémes de Tchebychev de premiére espéce (suite)

On considére les polynomes P, définis par : Py = I, P, = X et la relation de récurrence :

Vn €N, Py =2XPyis — P,

On rappelle que l'on a : P, de degré n et de coefficient dominant 2"~ si n > 1. On sait aussi qu’il est
de la parité de n, qu’il vérifie : Vo € R, P, (cos(a)) = cos(na), qu’il posséde n zéros réels distincts : les
cos (2£tL7) pour k € [0,n — 1]
PARTIE 1V 1. Montrer que P, est a coefficients entiers.
2. Aprés avoir calculer la dérivée seconde de la fonction z — cos(nz) de deux fagns différentes,
montrer que P, satisfait I’équation différentielle :

(1-X*)P/(X)—XP(X)+n’P,(X)=0

5]
3. On note P, = Z ap X"k

k=0
Calculer ax,q en fonction de ag. En déduire la valeur des ay,.

4. Donner les coefficients des polynéomes P, P, et Ps.

PARTIE V Dans cette partie, on cherche & montrer que % est I'unique rationnel r € ]0,%[ tel que
cos(rm) appartienne a Q.
A cet effet, on pose donc r = § avec pAg=1et1<p<Z(doncgq=3).
Dans les questions 1 & 4, on suppose que cos(r7m) appartient a Q.

1. Montrer que cos (g) appartient a Q en utilisant le théoréme de Bezout et la question 1 de la
partie ITV.
2. Montrer que ¢ n’est pas un multiple de 4.

3. On considére I'équation a coefficients entiers :
Apx™ + Ay 2"+ -+ ag = 0 avec ag # 0 et a, # 0.

o
On suppose que cette équation admet une solution rationnelle B avec a A 3 = 1.
Montrer que « divise ag et 8 divise a,. En déduire que si ¢ est impair, alors ¢ = 3.
4. q peut-il étre pair?

5. Conclure.
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PROBLEME II : Polynoémes de Bernoulli (suite)
1
On définit les polynémes P, par les conditions : By =1 et Vn € N, B, ., = B, et / By (t)dt = 0.
0

n

On rappelle que l'on a : B,, de degré n et de coefficient dominant #
1. Expliciter les polynémes By, By, Bs, By et Bs.
PARTIE I1 1. Montrer, de préférence sans récurrence, que :
sin((2N + 1)nt)
sin(mt)

N
VN € N*,Vt €]0,1[,1+ 2 _ cos(2kt) =

k=1
2. Montrer que, pour tout entier n € N*, n > 2, la fonction ¢,, définie par :
Bu(t) = Bu(0)

vt €)0,1[, ¢, (t) = -
10,1[; ¢n () Sin(rh)

ment (que I'on notera encore ¢,,) est de classe €' sur [0, 1].

est prolongeable par continuité sur [0, 1] et que le prolonge-

3. Montrer, par exemple a I'aide d’une intégration par parties, que :

Vfe£!([0,1],R) ’xggloo/ol f(t)sin(zt)dt = 0.

1
4. Pour k et n entiers strictement positifs, on définit : I, = / B, (t) cos(2kmt)dt.

0
Trouver une relation entre I, et I,_o; 1 et en déduire selon la parité de n, I'expression de I, j,
en fonction de k et de n.

1
5. En utilisant la formule du 1, trouver, pour N € N, une expression de / Gom(t) sin((2N + 1)t)dt
0
en fonction de m, N et By, (0).
"1 = 1
En déduire la convergence de la suite (Z kQ_m) et la valeur de la limite, notée Z Tam
neN*

k=1 k=1
en fonction de m et By, (0).

+00 1 +00 1
Expliciter Z 72 et Z e
k=1 k=1
+o0

1
6. Montrer, pour tout m € N*, la majoration : Z Tam < 2 et en déduire : | By, (0)] <
k=1

(47m2)™
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CORRECTION

PROBLEME I : Polynémes de Tchebychev de premiére espéce (suite)
POZI,Pl:Xet\V/TLEN,Pn+2:2XPn+1—Pn

On rappelle que 'on a : P, de degré n et de coefficient dominant 2"~! si n > 1. On sait aussi qu'’il est
de la parité de n, qu’il vérifie : Va € R, P, (cos(a)) = cos(na), qu’il posséde n zéros réels distincts : les
cos (2£L7) pour k € [0,n — 1]

PARTIE IV 1. Soit %, : 7 P, et P, sont a coefficients entiers”
5 %, est-elle vraie? Py = I et P, = X sont a coefficients entiers donc | %, est vraie
1= Supposons %, vraie pour un certain entier n. %, 1 est-elle vraie 7.
On a P, et P,, a coefficients entiers. Donc 2X P, ;1 — P, est aussi a coefficients entiers. En
particulier, P, et P, 5 sont & coefficients entiers. Ainsi ’ P11 est vraie
1 On a montré que %, est vraie et, pour tout entier n, %, vraie entraine %, vraie. Ainsi
par théoréme de récurrence, Vn € N, %, vraie, et en particulier,
’ Vn € N, P, est a coefficients entiers‘

2. On pose f la fonction qui & ¢ € R associe f(t) = P, (cos(t)) = cos(nt). f est de classe €2 sur
R et on a d’une part :
Vt € R, f"(t) = — cos(t) P’ (cos(t)) + sin®(t) P’ (cos(t))
et d’autre part : Vt € R, f”( ) = —n?P, (cos(t)).
Ainsi : Vt € R,n?P, (cos( )) — cos(t) P! (cos(t)) + sin?(t) P! (cos(t)) = 0
En particulier, le polynome : n*P, — X P/ + (1 — X?) P/ s’annule en tout cos(t) donc en
tout point de [—1, 1] car cos(t) décrit [—1,1] lorsque ¢ décrit R. Ainsi P, satisfait 1’équation
différentielle : | (1 — X?) P/(X) — XP/(X)+n*P,(X) =0

5]
3. On note P, = Z ap X"k
k=0
3] 5]
Ona: P, =Y (n—2k)aX" et Pl =Y (n—2k)(n— 2k — 1)a, X" 2,
k=0 k=0
Ainsi, comme X? P+ X P, —n?P, = P!, on en déduit :

5] 3
D (n=2k)(n — 2k — D)ap X" = " dk(k — n)ap X" ie.

k=0 k=0
[5]-1 |2]-1
(n—2k)(n — 2k = Dap X" 2 = Y " 4k + 1) (k + 1 — n)ap X242
k=0 k=0

La famille (X?) _ étant libre, on peut identifier et on a :

(n—2k)(n—2k—1)

Vk e |0, |5 —1 =
10: (5] = 1] ik+D)(k+1—n)
En remarquant que ag est le coefficient dominant de P, et en regroupant certains facteurs pour

reconnaitre des factorielles, on en déduit :

k n n—2k—1 e k
ar = (=1 T2 5

4. En utilisant les expressions précédentes ou en reprenant la relation de récurrence, on montre :
Ps=4X3-3X , P, =8X*-8X?+1let P,=16X>—20X3+5X
PARTIE V On pose r = § avec pAg=1let 1<p<2(doncgq>3).

Dans les questions 1 & 4, on suppose que cos(rm) appartient a Q.

Qg

1. p A g =1 donc d’aprés Bezout, il existe un couple (u,v) d’entiers tel que pu + qv = 1. Ainsi

% = mv + urm donc cos (g) = (—1)" By (cos(rm)).
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Donc, puisque cos(rm) € Q et P, est a coeflicients entiers, on a | cos (%) cQl.

On suppose par 'absurde que ¢ est un multiple de 4.
On écrit ¢ sous la forme ¢ = 4k avec k € N*.
On a alors cos (%) =P (cos (g)) Comme P, est a coeflicients entiers et cos (%) € Q, on en
déduit cos (%) € Qie. v2 € Q ce qui est faux.
Ainsi‘ g n’est pas un multiple de 4 ‘
On considére ’équation a coefficients entiers :
™ + Q17"+ +ayg = 0 avec ag # 0 et a, # 0.
On suppose que cette équation admet une solution rationnelle % avec a A 3 = 1.
On a montré en exercice qu’alors‘ « divise ag et 3 divise q,, ‘
Si g est impair, le coefficient constant de F;, est nul. Or P, (cos <§>> = —1 donc cos (%) est
racine de P, + 1 qui est & coefficients entiers, de coefficient dominant 2971 et de coefficient
constant 1. Donc si cos (g) est rationnel de la forme & avec a A B =1, on en déduit o = 1
et B = 2F avec 0 < k < ¢ — 1 car, par ailleurs, cos <§) > (. Mais alors soit cos (%) =1
ce qui est impossible, soit cos (%) < % Or ¢ > 3 donc par décroissance de cos sur ]O,g[,
coS (g) > coS (%) = % En regroupant les deux inégalités, on en déduit cos (g) < % et ¢ = 3.
’ si ¢ est impair, alors ¢ =3 ‘

. Si g est pair, alors comme ¢ n’est pas un multiple de 4, on a ¢ = 2k avec k impair et donc
k > 3. cos (%) =2 (cos <§>>2 — 1 € Q donc, d’aprés la question précédente, k = 3.
Ainsi ¢ = 6. Or cos (%) = ﬁ ¢ Q. Ainsi‘ ¢ ne peut pas étre pair

2

. On a trouvé que pour que cos (’%) € Q avec IEJ € }O, % [, il fallait ¢ = 3 et donc également

p = 1. Réciproquement cos (%) = % €cQ.

1 ,
Donc 3 est le seul rationnel r € |0, 1| tel que cos(rr) € Q

PROBLEME II : Polynoémes de Bernoulli (suite)

1
On définit les polynémes P, par les conditions : By =1 et Vn € N, B, ., = B, et / By (t)dt = 0.
0

On rappelle que 'on a : B, de degré n et de coefficient dominant

1. On trouve :| By = X —

1

1 —1lx2_ 1 1 s — Lx3 _1x2, L
2p| B2=3X 2 X i3} Bd*ﬁX X+ X

B

_ 1y4_ 1y3 ., Ly2 1 _ 1 y5_ ly4, 1y3_ 1
- 24X 12X + 24X 720 et B") - 120X 48X + 72X 720X ’
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Partie Il : Séries de Riemann et nombres de Bernolil

N
1) Montrer , de préférence sans récurrence, GiNGIN™, Ot[]0,1[, 1 + ZZ cos(2kt) = M%El
sin
k=1

N
Soit NOIN". Soit tT]0,1[ . On pose T =1+ 2" cos(2kt)

N N = 2N 2i(2N+1
2kt —2iNrt 2ikrt -2iNrt (1 —e 2int
Ona:T:Zcos(Zlnt):R Ze J: Re(e [Ze D:Ree ————||care 1
k=—N =—N k=0 l—e
_ o i(2N+1) N
Ansi T = R e—lem 2i sin ((2N+1)t) e =Sin (@N+1)1)  pop -1 + ZZ cos(2kt) = sin ((2N+1)yt)
Jisi it sin(rt) ' ' sin (1t)
i sinft) e k=1

2) Montrer que pour tout entiefN", n> 2, la fonctiony, définie parOtd]0,1[, dn(t) = L@ig(o) est prolongeable par continuité sur [0,1] et lgue
sin

prolongement (que I'on note encdrg est de classe Gur [0,1].

Soit N, n= 2. En 0, pour £]0,1[, on a : B(t) = B,(0) + By(0) t + of(t).

Aussi tIirgjnpn(t) :%92 : ¢, est donc prolongeable par continuité en 0, le plengement étant noté¢,(0) = B—:(_[Q)
¢, est de classe tur ]0,1[ car quotient de fonctions de classegtir ]0,1[ dont le dénominateur ne s'annule pasplDs :
Ot]0, 1] : 0'y(t) = B'(t) sin(rt) — n'(Bn(t) = B,(0)) cos('[t)_

(sin(rt) )
Or B, et B;, étant des polyndmes, ils admettent des DL a talrecen O etona:

B,() sint) —Te(B(0) ~ B(0)) cos) = (B(0) + B',(0) t+ o) €t + o(®) — m(B:(0) t +E'd0¢ + 0 B) 1~ L+ o)

0) 2
T[B"n 0 t2+ o (12) )
D'ou ¢'n(t) = sztz o ® D'ou ¢', posséde une limite fin%@ en0

Ainsi ¢, est continue sur [0,1], de classé 6ur ]0,1[ ety’, posséde une limite finie en 0, donc d'aprés lerérée de

prolongementg, est de classe € sur [0,1]

D'autre part, on ald t (]0,1[ , ¢o(L —t) = 2L =0 =B(0) - CI"BO =C "B = (_ 1§ ¢ () car B(0) = By(1)
sin (T—T1t) sin ()

Aussi on a les mémes résultats en 1 qu'en 0, &t diprst de classe € sur [0,1]

1
3) Montrer, par exemple & l'aide d'une intégrationpaaties, que 1 f 0 C* ([0,1],R), lim f f(t) sin(xt) dt =0
x-va
1 — cos(xt) 1
Soit f de classe € sur [0,1] et x>0. En intégrant par parties, onfa f () sin(xt) dt :[ ” f(t)] +
0 0
1
j F(t) SOS(XD gt
X
0

Ainsi, puisque f| et [f'] sont continues sur [0,1] donc majorées (par elepgr le majorant commun M), on obtient :

+J ‘f'(t)

1
4) Pour k et n entiers strictement positifs, on définit = f Bn(t) cos(2kt) dt. Trouver une relation entrgdet L.« et en déduire selon la parité de n,
0

‘ [%@f (t)] l+fl £ () SoSC0) gt
0 0 X

[er0]

1
s‘ Lo MM - M piog fim_ [ 1 9 sinGx) dt = 0
X X X X X > +o /0

I'expression de,k en fonction de k et de n.

1
e Sin=letklIN",ona: J,k:f (t_%)cos(ant)dt :[
0

t sin(2kt) , cos(2k) T _
2kt (2km* 1y ~

1
« Sin= 2etkOIN". Enintégrant deux fois par parti(a;;:tf Bn(t) cos(2kt) dt, on obtient :
0

B,(1) sin(2kt) , Bn.a(t) cos(2kt) }1 1 J’ 1 1 o

In :[ + _— B,..(t) cos(2kt) dt =———— (B,.4(1) — B,.4(0) — 1. Ainsi
k 2kt (ZkT[)z A (2kTI)2 0 2() ( ) (2kT[)2( l( ) 1( ) Z,k)

. 1 . -1

e Sin=2,0naj, =—— eSirr2,0najly =——l,.
I 2k’ i 2k " 2.k
. . 1yl

D'ou:sinestimpair, OKON , I,,=0 etsi nestpair,avec n =2p2d, onadOkON Iy :Q+3W

3
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1
5) En utilisant la formule duil 1, trouver, pour NN , une expression d ¢2 (t) sin((2N+1)t) dt en fonction de m, N et,R0).
0 m

R . too too
En déduire la convergence de la SEE k%nj et la valeur de la limite , notE k_%”‘ en fonction de m etB(0). EpriciterZ% etz%
nOIN* k=1

k=1 k=1 k=1

Sim=0,0na Olq)o(t) sin((2N+1)t) dt =0

1 1 1
; . : _ _ sin((2N+1 _ _
Sim>1.0na fo ¢, (0 sin((N+1t) dt = fo (B, ®—B, (0) _gin(T)Eldt = _fo (B, ®—B, (O)dt+ 2
N 1
E f(B (t)—B (0)) cos(2kt) dt
o 2m 2m
k=1

N N
Dot folq)Zm(t) sin((2N+1)t) dt = fOlBZm(t) dt — Bonf(0) + 22 L =2 Bonl0) Z fo ' cos(2kt) dt
k=1

k=1
1 1 (_ 1)m+1 N 1 . (_ 1)m+1 N 1
OrI0 Bzm(t) dt=0 ,fo cos(2kt) dt =0 etk = 2k D'ou .fo ¢2m(t) sin((2N+1)mt) dt = 2 e i Bom(0)
k=1
1
Puisqued,, est de classe Csur [0,1], on aNlim I b, (1) sin((2N+1yt) dt =0
— +o0 0
. N 1 i (_ 1)m+1(2n)2m B2 (O) + 1 (_ l)m+l(2.n,)2m B (0)
DoncNILrTJmZ (2 existe et vaut2 > M Z 7w = 5 2m
k=1 k=1
+ o0 le + o0 Tf
1 1 1 1
Pourm=1onaf0)=— etpour m=2ona =— —,donc: === et = =
! B)=; etpou B0) == 255 Z KX 6 Z K* 90
k=1 k=1
. . ) .m 1 P 4
6) Montrer, pour tout [@IN", la majoration ZW]S 2 eten deduw}a BZm(O) < G
k=1
. 1.1 S 1
Soit KIN, k> 2. Ona OxO[k-1, k|,252 15 2 175 Dot 'fk_17X 2 m
<! < : d d
i = < k ax — nox — o_ 1<
AussiOnON, n= 2= ZW 1+3 grs 1+ fk_17 l+f17 2—1<2,
k=1 k=2 k=2
+ 00
En passant a la limite lorsque n tend vers, +on obtient: Z E%ﬁ <2
k=1
+ o0
En utilisant cette majoration dans I'expressiop(® = 2(_—1)m+1 —:zL , on en déduit ‘: B. (0) ‘ <4 _
(ZT[)Zm k m 2m (4.'12)[1’1
k=1
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N
PARTIE I 1. Soit N € N* et ¢ €]0,1[. On pose T = 1+2) _ cos(2knt). On a :

N N - 2N
T = Z cos(2knt) = Re ( Z 62““”> = Re (emN’” (Z 62”“”))
h=-N k=—N k=0

_ Q2i(@N+1)mt

Donc T = Re <e‘2“v”t (ﬁ) car %™ £ 1,
— e 1T

2isin (2N + 1)at) e/CNTDTNN - sin((2N + 1)t)
2i sin (7t) et B

Ainsi T = Re (e‘QiN” <

sin(mt)

N
Ainsi VN € N* Vt €]0,1[,| 1+2) cos(2knt) =
k=1

sin((2N + 1)7t)
sin(7t)

2. Montrer que, pour tout entier n € N* n > 2, la fonction ¢,, définie par :
vVt €]0,1{, o, (t) = ;
10, 1], ¢u(t) Sin ()
ment (que I'on notera encore ¢,) est de classe ¢! sur [0, 1].

est prolongeable par continuité sur [0, 1] et que le prolonge-

3. Montrer, par exemple & I'aide d’une intégration par parties, que :

Vfee! ([0,1],R), liril /l f(t)sin(xt)dt = 0.
T—+00 0

1
4. Pour k et n entiers strictement positifs, on définit : I, = / By, (t) cos(2kmt)dt.

0
Trouver une relation entre I, et I,_o 1 et en déduire selon la parité de n, I'expression de I, j,
en fonction de k et de n.

1
5. En utilisant la formule du 1, trouver, pour N € N, une expression de / Gam (t) cos((2N + 1)wt)dt
0
en fonction de m, N et By, (0).

n 1 “+o00 1
En déduire la convergence de la suite (Z kQ_m) et la valeur de la limite, notée Z =
k=1 neN* k=1
en fonction de m et By, (0).

+00 1 +o00 1
Expliciter Z 72 et Z e
k=1 k=1

+oo
4
6. Montrer, pour tout m € N*, la majoration : E Tam < 2 et en déduire : | By, (0)] < R
m 7
k=1




