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DEVOIR EN TEMPS LIBRE N° 16

Vous numéroterez vos copies et ferez apparaitre clairement sur la premiére page le nombre de copies.
Vous préterez une attention particuliére au soin de vos copies et a la qualité de votre argumentation

PROBLEME : Mines de Sup TSI 1996

On considére I'espace vectoriel R? muni de la base canonique % = (ej, g, €3).
On note .#5 (R) Pensemble des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels.

011 1 00 0 00
On considére les matrices A= |1 0 1|, I=10 1 0]etO=1]{0 0 0
1 10 0 0 1 0 00

On convient que si M est une matrice de .#5 (R) alors M° = 1.

n
Si P est un polynome réel avec P = Zaka =ag+au X + -+ a, X" et si M est une matrice de
k=0

A3 (R), on note P (M) la matrice : P (M) = ZakMk =al+a M +---+a,M".
k=0

PARTIE A

1. Montrer que A est inversible et calculer A™!
2. (a) Calculer A® et A®

(b) Montrer que A, A* et A® se mettent sous la forme : A = M A + I, A = MA + pol et
A? = M3A + psI ot (Mg, Mg, As, fi1, o, it3) sont des réels que I'on précisera.

3. On donne la suite (ay,), .. définie par : a3 = ap =1 et Vn € N*, aypq0 = apy1 + 20,
Montrer, par récurrence sur n, que : ¥n > 2, A" = a, A + 2a,,_11

4. (a) Démontrer que, pour tout entier n > 1, o, = o (—=1)" + 72", o0 o et 7 sont deux réels
indépendants de n que ’on déterminera

(b) En déduire expression de A" en fonction de n pour tout entier naturel n non nul.

PARTIE B

On note Id ’endomorphisme identité de R® et f endomorphisme de R? dont la matrice dans la base %
est A.

1. (a) On pose E; = ker(f + Id) et Ey = ker (f — 2Id). Rappeler pourquoi E; et Ey sont deux
sous-espaces vectoriels de R?.

(b) Déterminer E; et Ey ainsi que leur nature géométrique. Donner une base 4] de E; et une base
Cfg de EQ.
On choisira des vecteurs dont la premiére coordonnée est 1 et dont une coordonnée est nulle,
lorsque cela est possible.

(c) Montrer que, si on appelle € la famille obtenue en effectuant la réunion de ) et %, on obtient
une base de R3

(d) Montrer que R* = B}, © F,

(e) Soient f; et fy les restrictions de f a Fj et Ey. Déterminer les natures géométriques de f; et
fa.

2. (a) Déterminer la matrice D de f dans la base ¢

1
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(b)
(c)
(d)

)

(e) En déduire la valeur de A" en fonction de n entier naturel non nul.

Déterminer la matrice de passage P de la base canonique & vers la base %.
Rappeler pourquoi P est inversible et calculer son inverse P!

Montrer que, pour tout entier n naturel non nul, A" = PD"P~!

PARTIE C

1. (a) Calculer le produit (A +I) (A — 2I). En déduire & nouveau que A est inversible et retrouver
Al
(b) Calculer de méme (A 4 1I)* et (A — 2I)?, et en déduire une expression simple de (A +1I)" et
(A — 2I)" pour tout entier n non nul.

a b b
2. On note M(a, b) la matrice de .# (R) définie par M(a,b) = | b a b | ou (a,b) € R
b b a

(a) On note l'ensemble F' = {M(a,b)‘ (a,b) € ]R{Q}. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel
de A5 (R).

(b) Montrer que F' est de dimension 2.

(c) Montrer que ((A +1),(A — 2I)) est une base de F.

(d) Calculer les coordonnées de M(a,b) dans cette base.

3. Calculer (M(a,b))" pour tout entier naturel n non nul. Vérifier le résultat obtenu dans le cas
particulier M(0, 1)

PARTIE D

Soit n € N* et soit R, le reste de la division euclidienne du polynéme X" par (X + 1) (X — 2).
1. (a) Que peut-on dire du degré de R, 7
(b) Calculer R, (—1) et R, (2) puis déterminer le polynome R,,.
(c) Montrer que les coefficients de R,, sont des entiers.

2. Retrouver a nouveau I'expression de A"
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On considére I'espace vectorif muni de la base canonique B z,¢ges). On note M(R) I'ensemble des matrices carrées d'ordre 3 aicieetfs réels.
011 100 00O

On considere les matricAs= ( 10 1) , 1= (0 1 0) et O =(0 0 0) . On convient que si M est une matrice dg(R)l alors M =1.
110 001 00O

n

n n
i n i
SiPestunponnﬁmeréeI,Pg a X =a)+ax+...+aX,etsiMestunematricedegq‘R),onnote:P(M)zg aM=gl+aM+...+aM
I I

i=0 i=0
Partie A
1°)  Montrer queA est inversible et calculé™.
211 1 1 1 1
Ona:AZ:(l 2 1):2I +A  Aussi :(EA—El)A:I D'oUA inversible d'inverse : Al==A-2|
112 2 2
Autre méthode : par la méthode du pivot
01110 biebs 1101002 Leelo-lh /1 1 000 I\ Ls-Ls+bo 110]001
101|010 -00008-117 011|010 _ggooo. |0 -11]01-1 _goooo. 0-111]01 -1
11000 0111]10 01110 00 2[|11-
Ls. Ly
Li-=Ls 100|221 2
L-2L—Ls (1 1 0] 0 0 I\Li-2L+L, (2 0 0| -11 1 2 222
~00000 - 0-20]|-11- -00000- 0-20]|-11- L - 2L, 010 |5 T2 32
002 11- 00 2| 11- -opoog - 00121 1 -1
Ls - =L 2 2 2

41 1
D'oUA inversible d'inverse : A_lzé(l 1 11)
11 -
2°)  a) CalculerA? etA®,

211 2 33
Ona:AZ:(l 2 1):2|+A et A?’:(S 2 g):ZI+3A
112 3 3

b) Montrer queA, A% etA® se mettent sous la form@:=AA + l , AZ=DA + ol et A=A3A + sl o0 Ry, Ao, As, P, o, M3) soONt des réels
que l'on précisera.

A=MA+ | avec dy, p) =(1,0) , A=A A+l avec Qo 1) = (1,2), A=A A +pslavec Qg W) = (3,2)
3°)  Ondonne la suiteog),on définie par ;o3 =0, =1 et 0 nOIN', Gpep = Onss + 20, Montrer que On>2, A" = 0, A + 201 |
Soit P, la propriété de récurrence A" =a, A + 20,11 "
& Pyvraie?Ona A?’=A +21. Or a;=a,=1 donc onabiemA>=a,A +2a;| doncP, est vraie
& Si P, estvraie (avec x:n2), B, est-elle également vraie®@na A" =a, A + 20,41 . D'oUA™ =, A%+ 20,1 A
OrA?=A +21,dot:A"™= (o, +20n1) A+20,1 =01 A+ 20,1  CarOpyy =0y + 20504 DoNC Py, est vraie
» Ainsi on a montré que,rest vraie et que, si,Rraie (avec b 2) , P, est également vraie. Aussi, par le théoréeme dene
ona:OndN, n>2, Rvraie i.eOnON,n22,A"=d,A+ 20, |
4°)  a) Démontrer que, pour tout entiefN” , o, = 0 (-1)' + T (2)' ou (@, 1) sont deux réels indépendants de n que l'on digteram

L'ensembles :{ (“n )nDN* | ONON", Uniz= Uney + 2 Un} est un sous espace vectoriel ®"" de dimension 2
Or les suites ((- I)nDIN* et (Z)nDIN* sont deux suites de S linéairement indépendamtessi elles forment une base de ¢
En particulier, puisqueag) . 0S ,0(o, DOR?|OnON", a, =0 (1) +1 (2" (¥
Or a; =0, =1, donc en remplacant dans (*) on trouge= —% ett :% Ainsi : OnON", ay, :% (2"—=(1)")
b) En déduire I'expression &' en fonction de n pour tout entier n non nul.
En remplacant dans I'expression obtenue dans Eiqoe3), on obtient :
OnON, n2 2, A" :%(2” —(1") A +% (2"+2(=1)') 1 On constate de plus que ceti@ression reste vraie pour n =1
Partie B
On note Id I'endomorphisme identité R&et f I'endomorphisme d® dont la matrice dans B et
1°) a) On pose E=ker (f+ Id) et E=ker (f— 2 Id) Rappeler pourquoi Fet B sont deux sous-espaces vectorielRile

f et Id étant deux endomorphismesRfe f + Id et f-2 Id sont aussi deux endomorphismedRde En particulier leurs

noyaux respectifs sont des sous espaces vectde®S: E; et E, sont deux sous-espaces vectoriels R&
b) Déterminer ket E ainsi que leur nature géométrig@®mnner une base ;Gde E et une base Cde E.

On détermine les noyaux Et B.

+ 1 1
. SoitX=(xy.2)OR:. XOE < f(X)=—X (Li):{?) o X+y+27=0o (;>:—y(—l)—z( o)
0

X+y z z

1 1
AussiE; est I'nyperplan deR® d'équation x +y + z = 0, une base en est; € (g, &,) ol &, = (— 1) et g :< 0 )
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. 3 y+z X -2x+y+z=0 x+y-2z=0 X 1
*  Soit X = (x,y,z)0R". XDEZ@f(X):ZX@(X+Z):2<y>@ Xx-2y +2=0< y-z=0 :»(y):x(l)
X+y z X+y—-2z=0 y—-2z=0
1

Aussi E; est la droite deR® dirigée par le vecteures = (1> une base en est £= (g3)
1

c) Montrer que si l'on appelle C la famille obtenueetfactuant la réunion de;@t de G, on obtient une base ®&.
Soit C = €4, €, €3). On calcule le déterminant de C dans la base B

1 1 1 111 111
Ona:def(C)=[-1 0 1f=|0 1 2|=|012[=3#£0 AinsiC estune base dR®
0 -11 0-11 003

Remarque On pouvait aussi montrer qu'il s'agissait d'fameille libre de 3 vecteurs daf® qui est de dimension 3
d) Montrer queR®*=E, 0 E,

Montrons que E E, :{0|R3} .Ona déjé{Ole} OE;E,carE()E, estuns.e.v. dg®

Soit X E; [ E, . Puisque XIE;, on a : f(X) = — X . Puisque XE,, on a : f(X) = 2 X
D'ou, en regroupant les deux résultats précédentsbtient : — X =2 X i.e. |F93 AinsiE; [ E, = {O|R3}

Or : dim (Ey) + dim (E,) = 2 + 1 = 3 = dimR®) donc, puisque Fet E sont deux sous-espaces vectoriel®Hen somme
directe et dont la somme des dimensions vautRiimén a par caractérisation des sous-espaces sugmigires en dimensio
finie: R°=E 0 E,
e) Sient f et les restrictions de f & Bt &. Déterminer les natures géométriques,ds £,
e [0 XOEy f(X) = — X doncl XOEy, fi(X) = — X : f; est 'hnomothétie de & de rapport — 1
e O XOE, f(X) =2 X doncl XOE,, f(X) = 2 X : f, est 'hnomothétie de & de rapport 2
2°)  a) Déterminer la matric® def dans la base C.
Puisquee; ete; sontdans Eona: ) =-¢, et fg)=—¢, Deméme:f;) =2¢;

-1 0
D'ol :matc(f) =D :( 0 -1 3
0 O
b) Déterminer la matrice de passdyéde la base canonique B vers la base C.
1 11
P = mat(C) :(—1 0 9
0 -1

c) Rappeler pourqud? est inversible et calculer son inveRse.
P est la matrice de passage d'une base vers umedautP est inversible

1 -2 1
Par la méthode du pivot, on trouve™ = matc(B) :%(1 1 - )
11 1
d) Montrer que pour tout entier naturel n non wil=P D" P~

D'aprés la formule de changement de bases, é¢n=aP D P *

Par récurrence immédiate, on obtieAt:=P D' P!
e) En déduire la valeur dé" en fonction de n pour tout entier n non nul.

1 o o

PuisqueD est diagonale, on calcule aisément sa puissaia@aet on aD" = ( 0 (-1 o)
0 o 2
1 2(-1+20 22—(-1) 2"-(-1)
Ainsi, on obtient A" :—( - (1) 2(=1)+2 2'—(-1 ) et on retrouve bierA" =1 (2"— (1) A + 12"+ 2(-1)) |
2-(-1) 2-(-1) 2(-1+2 3 3

Partie C
1°)  a) Calculer le produit:4& +1) (A — 21). En déduire & nouveau qéeest inversible et retrouver™.

A+ (A-21)=A’+A-2A-21 =A’-A-21=0; carA’=21+A Donc(A+I)(A-21)= 0,

101 1
Ainsi :%(A —I)A =1 AussiA estinversible d'inverse : A* = %(A —1) On retrouve bien & :%( i 11 1)
b) Calculer de mémeA( +1)?, (A — 21)? et en déduire une expression simple de : A +)" et (A — 21)" pour tout entier n non nul.
(A+1?*=A?+2A+1 =3 @A +1) carA’=21+A Donc(A+1)? =3 (A+])
(A-212=A%— 4A+41=-3@A-2]) carA’=21+A  Donc:(A-2.1°=-3(A-2.l)
Soit P, la propriété de récurrence :A ¢+ 1)" =3" 1 (A +1) et A-21)"=(-3)" T (A-2I)"
& Py est clairement vérifiee
& SiP, estvraie (avec x:nl), P, est-elle également vraie@na A + D™ = A+ )" (A +1) =3"1 (A +1)?=3""(A 4
De méme :A—-21)"=(A-21)"(A-21)=(-3)"" (A-21)2=(-3)'(A—-2l). DoncP,, est vraie
> Ainsi on a montré que;Rest vraie et que, si,Rraie (avec B 1) , R,.; est également vraie. Aussi, par le théoréme dene
ona:OnON" |, Ryvraie i.eOnON’, (A+1)" =3"" (A+1) et (A-21y=(-3)"" (A-2.l)
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abb
2) On noteM(a,b) la matrice de NR) définie paiM (a,b)= (b a :) ol (a,blIR%
b b

a) et b) O note l'ensemble F{z M(a,b) ; (a,meRz} .Montrer que F est un sous-espace vectoriel dgR)MMontrer que F est de dimension
2.

a b b
Soit MO My(R). MOF < E(a,b)jR2|M:(b ab] e~ QabdR?*|M=al +bA - M Ovect(,A)
b b

Ainsi F = vect (I,A) : F est un sous-espace vectetide My(IR) de dimension 2 (car | etA sont linéairement indépendan

c) Montrer que( A+1),(A- 2])) est une base de F.
(A +1) et A —2) sontdeux éléments de F.

De plus sia et sont deux rées tels qua (A +1) +B(A—-2) = 05, alorsonad +B)A + (@—2B)1 =0; Donc comme
(ILA) libre, on obtient :¢ +pB) = (@ —2B) =0 i.e.a=B=0
Aussi ((A + 1), (A= 2l)) est une famille libre de F C'est une famille libre d deux vecteurs de Fegtiide dimension 2

donc c'est une base de A + 1), (A — 2I)) est une base de F
d) Calculer les coordonnées biga,b) dans cette base.

Ona:I:%((AH) —(A=2)) et A:%(Z(A+I)+(A—2|)).

Ainsi: M(ab)=al+bA= %Zb(AH) +%ﬂ (A - 2I)

3) Calculer M(a,b)J' pour tout entier n non nW.érifier le résultat obtenu dans le cas particugo, 1) .
(A +1) et A —2) sont deux éléments de 3(R) qui commutent (pour le produit) car ce sont dalgmdmes en A.

Deplus :A+1)(A—-2) = A—2)(A+1) =0; etsiKIN, (A +1)“" est colinéaire 3+ 1) et A —21)*"a @A -21)
Ainsi, en utilisant la formule du binbme, on anEiIN* :

M(a,b)' = (a+2b(A+I) +h-¢ a(A 2)) Z (a+2*)( ) “A+n  Aa-2)""

:(a+2 A+1)" (T (A-2)"+

ST () e e

(a+2‘) Aa+D" (b_;a "(A-2)" carsikletn—k= 1,A+1)  (A—2)" ‘=
D'ousin> 1, M(a,b)" = ﬁLszbf A+1) — Ka_;))_(A— 21)

Lorsque a=0etb =1 on retrouvez;l\"::%zn (A +1) —%(—1)n (A=2) :%(2"—(—1T)A +%(2"+ 2(-1M) 1

Partie D

Soit NON” et soit R le reste de la division euclidienne du polynénigxr (X+1)(X—2)
1°)  a) Que peut-on dire du degré de R

Par le théoréme de la division euclidienne, dggfRL
b) Calculer R(-1) et R(2) puis déterminer le polynéme.R
Il existe un polyndme Qel que X=(X+1)(X-2)Q+R,
En prenant les valeurs en 2 et-erl dans cette expression, on obtieRt(2) = 2' et R,(-1) = (- 1)’
Or R, est un polynome de degré inférieur ou égal adhet R(2) = 2' et R(-1) = (- 1),
p _2"—(-1y 2"+ 2(-1}
doncona:R,= 3 X + 3

¢) Montrer que les coefficients de Bont des entiers.
Puisque Z -1 mod(3) et donc queé'z (-1)"mod(3) , ona 2- (- 1=0mod(3) et 2+ 2(—1)=0 mod(3)
Ainsi 2~ ‘é‘ 1) g 27+ é( =1J sont des entiers

2)  Retrouver a nouveau l'expressionAle
Ona:A"=A+1)(A—21)Q,A) +R(A) car X=X+1)(X-2)Q+R,
Or A+1)(A—21)=0; Donc A"= R,(A) = 2"-§-1? A+ 2”+é(-1?|




