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PROBLEME : Mines de Sup TSI 1996

On considère l'espace vectoriel R3 muni de la base canonique B = (e1, e2, e3).
On note M3 (R) l'ensemble des matrices carrées d'ordre 3 à coe�cients réels.

On considère les matrices A =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

, I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 et O =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

.

On convient que si M est une matrice de M3 (R) alors M0 = I.

Si P est un polynôme réel avec P =
n∑

k=0

akX
k = a0 + a1X + · · · + anX

n et si M est une matrice de

M3 (R), on note P (M) la matrice : P (M) =
n∑

k=0

akM
k = a0I+ a1M + · · ·+ anM

n.

PARTIE A

1. Montrer que A est inversible et calculer A−1

2. (a) Calculer A2 et A3

(b) Montrer que A, A2 et A3 se mettent sous la forme : A = λ1A + µ1I, A
2 = λ2A + µ2I et

A
3 = λ3A+ µ3I où (λ1, λ2, λ3, µ1, µ2, µ3) sont des réels que l'on précisera.

3. On donne la suite (αn)n∈N∗ dé�nie par : α1 = α2 = 1 et ∀n ∈ N∗, αn+2 = αn+1 + 2αn.
Montrer, par récurrence sur n, que : ∀n > 2,An = αnA+ 2αn−1I

4. (a) Démontrer que, pour tout entier n > 1, αn = σ (−1)n + τ2n, où σ et τ sont deux réels
indépendants de n que l'on déterminera

(b) En déduire l'expression de An en fonction de n pour tout entier naturel n non nul.

PARTIE B

On note Id l'endomorphisme identité de R3 et f l'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base B
est A.

1. (a) On pose E1 = ker (f + Id) et E2 = ker (f − 2Id). Rappeler pourquoi E1 et E2 sont deux
sous-espaces vectoriels de R3.

(b) Déterminer E1 et E2 ainsi que leur nature géométrique. Donner une base C1 de E1 et une base
C2 de E2.
On choisira des vecteurs dont la première coordonnée est 1 et dont une coordonnée est nulle,
lorsque cela est possible.

(c) Montrer que, si on appelle C la famille obtenue en e�ectuant la réunion de C1 et C2, on obtient
une base de R3

(d) Montrer que R3 = E1 ⊕ E2

(e) Soient f1 et f2 les restrictions de f à E1 et E2. Déterminer les natures géométriques de f1 et
f2.

2. (a) Déterminer la matrice D de f dans la base C
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(b) Déterminer la matrice de passage P de la base canonique B vers la base C .

(c) Rappeler pourquoi P est inversible et calculer son inverse P−1

(d) Montrer que, pour tout entier n naturel non nul, An = PD
n
P
−1

(e) En déduire la valeur de An en fonction de n entier naturel non nul.

PARTIE C

1. (a) Calculer le produit (A+ I) (A− 2I). En déduire à nouveau que A est inversible et retrouver
A
−1.

(b) Calculer de même (A+ I)2 et (A− 2I)2, et en déduire une expression simple de (A+ I)n et
(A− 2I)n pour tout entier n non nul.

2. On note M(a, b) la matrice de M3 (R) dé�nie par M(a, b) =

a b b
b a b
b b a

 où (a, b) ∈ R2.

(a) On note l'ensemble F =
{
M(a, b)

∣∣∣ (a, b) ∈ R2
}
. Montrer que F est un sous-espace vectoriel

de M3 (R).
(b) Montrer que F est de dimension 2.

(c) Montrer que ((A+ I) , (A− 2I)) est une base de F .

(d) Calculer les coordonnées de M(a, b) dans cette base.

3. Calculer (M(a, b))n pour tout entier naturel n non nul. Véri�er le résultat obtenu dans le cas
particulier M(0, 1)

PARTIE D

Soit n ∈ N∗ et soit Rn le reste de la division euclidienne du polynôme Xn par (X + 1) (X − 2).

1. (a) Que peut-on dire du degré de Rn ?

(b) Calculer Rn (−1) et Rn (2) puis déterminer le polynôme Rn.

(c) Montrer que les coe�cients de Rn sont des entiers.

2. Retrouver à nouveau l'expression de An

2
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CORRIGE 
On considère l'espace vectoriel  �

3 muni de la base canonique B = (e1,e2,e3). On note  M3(�) l'ensemble des matrices carrées d'ordre 3 à coefficients réels. 

On considère les matrices A = 






0  1  1
1  0  1
1  1  0

   ,   I  = 






1  0  0
0  1  0
0  0  1

  et  O = 






0  0  0
0  0  0
0  0  0

  .  On convient que si M est une matrice de  M3(�)  alors M0 = I . 

Si P est un polynôme réel, P = ∑
i = 0

n

 a
i
 X

i

 = a0 + a1 X + . . . + an X
n

, et si M est une matrice de  M3(�) , on note : P(M) = ∑
i = 0

n

 a
i
 M

i

 = a0 I  + a1 M + . . . + an M
n

  

Partie A  
1°)  Montrer que A est inversible et calculer A-1.  

On a : A2 = 




2  1  1

1  2  1
1  1  2

 = 2 I  + A     Aussi : ( )1
2
 A – 1

2
 I  A = I       D'où A inversible d'inverse :    A–1 = 1

2
 A – 1

2
 I 

Autre méthode : par la méthode du pivot     







0  1  1  |  1  0  0

1  0  1  |  0  1  0
1  1  0  |  0  0  1

  

L1 ←←←← L3

 ←←←←→→→→

 
L3 ←←←← L1

 






1  1  0  |  0  0  1

1  0  1  |  0  1  0
0  1  1  |  1  0  0

  
L2 ←←←← L2 – L1

 ←←←←→→→→

 
     






1  1  0  |  0  0  1

0  –1  1  |  0  1  –1
0  1  1  |  1  0  0

 
L3 ←←←← L3 + L2

 ←←←←→→→→

 
            







1  1  0  |  0  0  1

0  –1  1  |  0  1  –1
0  0  2  |  1  1  –1

 

L2 ←←←← 2 L2 – L3

 ←←←←→→→→

 
     






1  1  0  |  0  0  1

0  –2  0  |  –1  1  –1
0  0  2  |  1  1  –1

 
L1 ←←←← 2 L1 + L2

 ←←←←→→→→

 
       






2  0  0  |  –1  1  1

0  –2  0  |  –1  1  –1
0  0  2  |  1  1  –1

  

L1 ←←←← 1
2
 L1

 L2 ←←←← –1
2
 L2 

←←←←→→→→

 L  3    ←←←←   1
2
 L3 

       









1  0  0  | – 1

2
1
2

1
2

0  1  0  | 1
2

– 1
2

1
2

0  0  1  | 1
2

1
2

– 1
2

 

D'où A inversible d'inverse :    A–1 = 1
2
 




-1  1  1

1  -1  1
1  1  -1

 

2°)  a) Calculer A2 et A3. 

On a : A2 = 




2  1  1

1  2  1
1  1  2

 = 2 I  + A   et     A3 = 




2  3  3

3  2  3
3  3  2

 = 2 I  + 3 A  

 b) Montrer que A, A2 et A3 se mettent sous la forme: A = λ1A + µ1I , A2 = λ2A + µ2I     et  A3 = λ3 A + µ3 I    où  (λ1, λ2, λ3, µ1, µ2, µ3)  sont des réels 
que l'on précisera. 

A = λλλλ1 A + µµµµ1 I   avec (λλλλ1, µµµµ1) = (1,0)   ,       A2 = λλλλ2 A + µµµµ2 I avec (λλλλ2, µµµµ2) = (1,2),        A3 = λλλλ3 A + µµµµ3 I avec (λλλλ3, µµµµ3) = (3,2) 
3°)  On donne la suite (αn)n∈�* définie par :  α1 = α2 = 1 et  ∀ n∈IN*, αn+2 = αn+1 + 2 αn.  Montrer que : ∀n≥2, An = αn A + 2 αn-1 I    

Soit Pn la propriété de récurrence : " An = αn A + 2 αn-1 I  "  
� P2 vraie ?  On a  : A2 = A  + 2 I  .  Or   α1 = α2 = 1  donc  on a bien   A2 = α2 A + 2 α1 I     donc P2 est vraie 
� Si Pn est vraie (avec  n≥ 2), Pn+1 est-elle également vraie ?  On a   An = αn A + 2 αn-1 I  .  D'où An+1 = αn A

2 + 2 αn-1 A 
Or A2 = A  + 2 I , d'où : An+1 = ( αn + 2 αn-1 )  A + 2 αn I  = αn+1 A + 2 αn I     car  αn+1  = αn + 2 αn-1. Donc  Pn+1 est vraie 

� Ainsi on a montré que P2 est vraie et que, si Pn vraie (avec n≥ 2) , Pn+1 est également vraie. Aussi, par le théorème de récurrence, 
on a : ∀n∈IN, n≥ 2 ,  Pn vraie   i.e. ∀∀∀∀n∈∈∈∈IN, n≥≥≥≥ 2 , An = ααααn A + 2 ααααn-1 I  

4°)  a) Démontrer que, pour tout entier n∈�* , αn = σ (–1)n + τ (2)n  où (σ, τ) sont deux réels indépendants de n que l'on déterminera. 

L'ensemble S = { }( )u 
n n∈∈∈∈IN * | ∀∀∀∀n∈∈∈∈IN *, un+2 = un+1 + 2 un  est un sous espace vectoriel de ����IN*  de dimension 2 

Or les suites ((- 1)n)n∈IN*  et  (2n)n∈IN* sont deux suites de S linéairement indépendantes ; Ainsi elles forment une base de S 

En particulier, puisque  (αn)n∈IN* ∈S , ∃∃∃∃ (σσσσ, ττττ)∈∈∈∈����2 | ∀∀∀∀n∈∈∈∈IN *, ααααn  = σσσσ (–1)n + ττττ (2)n    (*) 

Or  α1 = α2 = 1, donc en remplaçant dans (*) on trouve : σσσσ =  – 1
3
 et  ττττ = 1

3
      Ainsi  : ∀∀∀∀n∈∈∈∈IN *, ααααn  = 1

3
 ( 2 n – (–1)n ) 

 b) En déduire l'expression de An  en fonction de n pour tout entier n non nul. 
En remplaçant dans l'expression obtenue dans la question 3), on obtient :  

∀∀∀∀n∈∈∈∈IN, n≥≥≥≥ 2, An = 1
3
 ( 2 n – (–1)n ) A + 1

3
 ( 2 n + 2(–1)n ) I   On constate de plus que cette expression reste vraie pour n = 1 

Partie B  
 

On note Id l'endomorphisme identité de �
3 et  f l'endomorphisme de �3 dont la matrice dans  B est A. 

 

1°)  a) On pose E1 = ker (f + Id)  et  E2 = ker (f – 2 Id) . Rappeler pourquoi E1 et E2 sont deux sous-espaces vectoriels de �
3. 

f et Id étant deux endomorphismes de �
3,  f + Id   et  f – 2 Id sont aussi deux endomorphismes de �

3 . En particulier leurs 
noyaux respectifs sont des sous espaces vectoriels de �3 : E1 et E2 sont deux sous-espaces vectoriels de ����

3 
 b) Déterminer E1 et E2 ainsi que leur nature géométrique. Donner une base  C1  de E1 et une base C2  de E2.  
On détermine les noyaux E1 et E2. 

• Soit X = (x,y,z) ∈�3.    X ∈ E1 ⇔ f(X) = – X ⇔ 






y + z
x + z
x + y

 = – 





x
y
z

 ⇔ x + y + z = 0 ⇔ 





x
y
z

 = – y 






1
– 1
0

 – z 






1
0

 – 1
 

Aussi E1 est l'hyperplan de ����3 d'équation x + y + z = 0, une base en est  C1 = (εεεε1, εεεε2) où εεεε1 =  





1
– 1
0

  et  εεεε2 = 





1
0

 – 1
  

3
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• Soit X = (x,y,z) ∈�3.    X ∈ E2 ⇔ f(X) = 2 X ⇔ 






y + z
x + z
x + y

 = 2 





x
y
z

 ⇔ 


 – 2 x + y + z = 0

 x – 2 y  +  z = 0
 x + y – 2 z = 0

 ⇔ 


 x + y – 2 z = 0

 y – z = 0
  y –  z = 0

 ⇔ 





x
y
z

 = x 





1
1
1

  

Aussi E2 est la droite de ����3 dirigée par le vecteur εεεε3 = 





1
1
1

 ,  une base en est  C2 = (εεεε3)  

 c) Montrer que si l'on appelle C la famille obtenue en effectuant la réunion de C1 et de  C2 , on obtient une base de �
3. 

Soit  C =  (ε1, ε2, ε3).  On calcule le déterminant de C dans la base  B .  

On a : detB(C) = 
1  1  1

– 1  0  1
0  – 1  1

 =  
1 1 1
0 1 2
0  – 1  1

 =  
1 1 1
0 1 2
0 0 3

 = 3 ≠ 0    Ainsi C est une base de ����3   

Remarque : On pouvait aussi montrer qu'il s'agissait d'une famille libre de 3 vecteurs dans �3 qui est de dimension 3 
 d) Montrer que: �3 = E1 ⊕ E2  

Montrons que  E1 I E2 = { 0
IR3

}  . On a déjà  {0
IR 3

}  ⊂⊂⊂⊂ E1 IIII E2 car E1 I E2  est un s.e.v. de �3 

 Soit X ∈ E1 I E2 . Puisque X∈E1, on a : f(X) = – X . Puisque X∈E2, on a : f(X) = 2 X   

D'où, en regroupant les deux résultats précédents, on obtient : – X = 2 X  i.e.  0
IR3

      Ainsi E1 IIII E2  = {0
IR 3

} 

Or :  dim (E1) + dim (E2) = 2 + 1 = 3 = dim(����3) donc, puisque E1 et E2 sont deux sous-espaces vectoriels de �
3 en somme 

directe et dont la somme des dimensions vaut dim(�
3), on a par caractérisation des sous-espaces supplémentaires en dimension 

finie : ����3 = E1 ⊕⊕⊕⊕ E2 
 e) Soient  f1 et f2  les restrictions de f à E1 et E2. Déterminer les natures géométriques de f1 et f2    

• ∀ X∈E1, f(X) = – X  donc ∀ X∈E1, f1(X) = – X : f1 est l'homothétie de E1 de rapport  – 1 
• ∀ X∈E2, f(X) = 2 X  donc ∀ X∈E2, f2(X) = 2 X : f2 est l'homothétie de E2 de rapport  2 

 

2°)  a) Déterminer la matrice D de f  dans la base C. 

Puisque ε1 et ε2 sont dans E1, on a :   f(ε1) = –  ε1   et  f(ε2) = –  ε2    De même : f(ε3) = 2  ε3 

D'où : matC(f) = D = 




– 1  0  0

0  – 1  0
0  0  2

 

 b) Déterminer la matrice de passage P de la base canonique  B vers la base C. 

P = matB(C) = 




1 1 1

– 1 0 1
0 – 1 1

 

 c) Rappeler pourquoi P est inversible et calculer son inverse P –1 . 
P est la matrice de passage d'une base vers une autre donc P est inversible 

Par la méthode du pivot, on trouve : P–1  = matC(B) = 1
3
 




1  – 2 1

1 1  – 2
1 1 1

 

 d) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, An = P Dn P –1 
D'après la formule de changement de bases, on a : A = P D P– 1 
Par récurrence immédiate, on obtient : An = P Dn P– 1 
 e) En déduire la valeur de  An en fonction de n pour tout entier n non nul. 

Puisque D est diagonale, on calcule aisément sa puissance n-ième et on a : Dn = 




(– 1)n  0  0

0  (– 1)n  0
0  0  2n

 

Ainsi, on obtient : An = 1
3
 




2 (– 1)n + 2n  2n – (– 1)n  2n – (– 1)n

 2n – (– 1)n  2 (– 1)n + 2n  2n – (– 1)n 
  2n – (– 1)n  2n – (– 1)n  2 (– 1)n + 2n

  et on retrouve bien: An = 1
3
 ( 2 n – (–1)n ) A + 1

3
 ( 2 n + 2(–1)n ) I 

Partie C  
 

1°)  a) Calculer le produit: (A + I ) (A – 2.I ). En déduire à nouveau que A est inversible et retrouver A–1. 
(A + I ) (A – 2.I ) = A2 + A – 2 A – 2 I  = A2 – A – 2 I  = 03  car A2 = 2 I  + A       Donc : (A + I) (A – 2.I) =  03 

Ainsi : 1
2
(A – I ) A = I    Aussi A est inversible d'inverse : A–1 =  1

2
(A – I)    On retrouve bien A–1 = 1

2
 




-1  1  1

1  -1  1
1  1  -1

  

 b) Calculer de même (A + I )2 , (A – 2.I )2 et en déduire une expression simple de :        (A + I )n et (A – 2.I )n  pour tout entier n non nul. 
(A + I )2 = A2 + 2 A + I  = 3 (A + I )   car A2 = 2 I  + A       Donc : (A + I)2  = 3 (A + I) 
(A – 2.I )2 = A2 –  4 A + 4 I  = – 3 (A – 2.I )   car A2 = 2 I  + A       Donc : (A – 2.I)2 = – 3 (A – 2.I)  
Soit Pn la propriété de récurrence : " (A + I )n  = 3 n –1 (A + I )   et    (A – 2.I )n = (– 3) n –1  (A – 2.I )  "  
� P1 est clairement vérifiée   
� Si Pn est vraie (avec  n≥ 1), Pn+1 est-elle également vraie ?  On a (A + I )n+1  = (A + I )n (A + I )  = 3 n –1   (A + I )2 = 3 n –1 (A + I ) 

De même : (A – 2.I )n = (A – 2.I )n (A – 2.I ) = (– 3) n –1   (A – 2.I )2 = (– 3)n (A – 2.I ) .   Donc  Pn+1 est vraie 
� Ainsi on a montré que P1 est vraie et que, si Pn vraie (avec n≥ 1) , Pn+1 est également vraie. Aussi, par le théorème de récurrence, 

on a : ∀n∈IN*  ,  Pn vraie   i.e. ∀∀∀∀n∈∈∈∈IN *,  (A + I)n  = 3 n –1   (A + I)   et    (A – 2.I)n = (– 3) n –1   (A – 2.I) 

4
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2)  On note M (a,b)  la matrice de   M3(�) définie par M (a,b) = 






a  b  b
b  a  b
b  b  a

 où (a,b)∈�2. 

  a) et b)  On note  l'ensemble  F = {  M (a,b) ; (a,b)∈�2 }    . Montrer que F est un sous-espace vectoriel de   M3(�). Montrer que F est de dimension 
2. 

Soit M ∈ M3(�).  M ∈ F ⇔ ∃(a,b)∈�2 | M = 






a  b  b
b  a  b
b  b  a

 ⇔ ∃(a,b)∈�2 | M = a I  + b A  ⇔ M ∈ vect (I ,A)  

Ainsi F = vect (I,A) : F est un sous-espace vectoriel de  M3(����)  de dimension 2   (car  I  et A sont linéairement indépendants) 
 c) Montrer que ( (A + I ) , (A – 2.I ) )  est une base de F. 

(A + I )  et  (A – 2I ) sont deux éléments de F.  

De plus si α et β sont deux rées tels que   α (A + I )  + β (A – 2I )  =  03, alors on a  (α + β) A + (α – 2β) I  = 03   Donc comme 

(I,A) libre, on obtient : (α + β) = (α – 2β) = 0  i.e. αααα = ββββ = 0 
Aussi  ((A + I) , (A – 2I)) est une famille libre de F. C'est une famille libre d deux vecteurs de F qui est de dimension 2 
donc c'est une base de F : ((A + I) , (A – 2I)) est une base de F 
 d) Calculer les coordonnées de M (a,b)  dans cette base. 

On a : I = 1
3
 ((A + I )  –  (A – 2I ) )   et   A = 1

3
 ( 2(A + I ) + (A – 2I ) ) .   

Ainsi :   M(a,b) = a I + b A =   a + 2b
3

 (A + I)  + b – a
3

   (A – 2I) 

3) Calculer (M (a,b))n  pour tout entier n non nul. Vérifier le résultat obtenu dans le cas particulier M (0,1) . 
(A + I )  et  (A – 2I ) sont deux éléments de  M3(�) qui commutent (pour le produit) car ce sont des polynômes en A.  
De plus  : (A + I ) (A – 2I )  =  (A – 2I ) (A + I )  = 03  et si k∈IN , (A + I )k+1  est colinéaire à (A + I ) et  (A – 2.I )k +1 à (A – 2.I ) 
Ainsi, en utilisant la formule du binôme, on a, si n∈IN* :   

M(a,b)n = ( )a + 2b
3

 (A + I )  + b – a
3

   (A – 2I ) 
n
 = ∑

k = 0

n

 C
k

n
 ( )a + 2b

3

k
 ( )b – a

3

n –  k
 (A + I ) 

k
  (A – 2I ) 

n –  k
      

 =  ( )a + 2b
3

n
  (A + I ) 

n
  +  ( )b – a

3

n
 (A – 2I ) 

n
 +  

∑
k = 1

n – 1

 C
k

n
 ( )a + 2b

3

k
 ( )b – a

3

n –  k
 (A + I ) 

k
  (A – 2I ) 

n –  k
     

= ( )a + 2b
3

n
  (A + I ) 

n
  +  ( )b – a

3

n
 (A – 2I ) 

n
    car si k≥ 1 et n – k ≥  1, (A + I ) 

k
  (A – 2I ) 

n –  k
 = 0 

D'où si n ≥ 1,  M(a,b)n =  (a + 2b)n

3
  (A + I)   –  (a – b)n

3
 (A – 2I) 

Lorsque a = 0 et b = 1 on retrouve  : An = 1
3
 2 n (A + I )  – 1

3
 (–1)n (A – 2I ) = 1

3
 ( 2 n – (–1)n ) A + 1

3
 ( 2 n + 2(–1)n ) I 

  
Partie D  
 
Soit n∈�* et soit Rn le reste de la division euclidienne du polynôme Xn par (X+1)(X–2)  
1°)  a) Que peut-on dire du degré de Rn ? 

Par le théorème de la division euclidienne, deg(Rn) ≤ 1 
 b) Calculer Rn(–1)  et Rn(2) puis déterminer le polynôme Rn. 
Il existe un polynôme Qn tel que  Xn = (X + 1) (X – 2) Qn + Rn 

En prenant les valeurs en 2 et en  – 1 dans cette expression, on obtient : Rn(2) = 2n  et  Rn(-1) = (- 1)n 
Or Rn est un polynome de degré inférieur ou égal à 1 et on a Rn(2) = 2n  et  Rn(-1) = (- 1)n,  

donc on a :   Rn = 2 n – ( – 1)n

3
  X  +  2 n + 2( – 1)n

3
  

 c) Montrer que les coefficients de Rn sont des entiers. 

Puisque 2 ≡ – 1 mod(3) et donc que 2n ≡ (– 1)n mod(3) ,  on a   2n – ( – 1)n ≡ 0 mod(3)  et    2n + 2( – 1)n ≡ 0 mod(3) 

Ainsi  2 n – ( – 1)n

3
  et  2 n + 2( – 1)n

3
 sont des entiers 

2) Retrouver à nouveau l'expression de An 

On a : An = (A + I ) (A – 2 I ) Qn(A)  + Rn(A)    car   Xn = (X + 1) (X – 2) Qn + Rn 

Or  (A + I ) (A – 2 I ) = 03    Donc   An =  Rn(A) =  2 n – ( – 1)n

3
  A  +  2 n + 2( – 1)n

3
 I  
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