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DEVOIR EN TEMPS LIBRE N° 15

Vous numéroterez vos copies et ferez apparaitre clairement sur la premiére page le nombre de copies.
Vous préterez une attention particuliére au soin de vos copies et a la qualité de votre argumentation

PROBLEME : Interpolation - Approximation d’une intégrale

PARTIE I : Etude algébrique

On désigne par E' le R—espace vectoriel R3[X]. Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit ¢ I'application
P(a)

P/

de E vers R* définie par : VP € E,¢(P) = ég)) en identifiant polynome et fonction polynomiale

P
P'(b)
associée.

1. Montrer que ¢ est un isomorphisme

0 0
2. Soit ¢! la bijection réciproque de ¢. Déterminer Py = 1 (1) et Py = ! 8
0 1
3. Soient Py = I — Py et P, = —Py(a+b— X) avec I le polynome constant égal a 1. Montrer que :
1 0
P = 8 et Py =1 (1)
0 0

b a b (b _ a)2 b b
4. Vérifier que/ Ps(t) dt = et/ Py(t) dt = — 5 .Calculer/ Pi(t) dt et/ Py(t) dt

5. Montrer que, si Q € E, ona: Q = Q(a)P, + Q' (a) Py + Q(b) P + Q' (b) Py.
b 2
En déduire que : VP € E,/ P(t) dt = b—Ta (P(a)+ P(b)) + % (P'(a) — P'(D))

a

PARTIE II - Approximation d’une intégrale - Majoration de ’erreur de mé-
thode

Soit f € €*(R,R).Soit a et b deux réels tels que a < b. On associe a f le polynome de E tel que :
Prla) = f(a) , Pila)=[f"(a) , Pb)=[f(b) , Ppb)=['(b)

v a (u — a)?

. U — / /
L Siw e Ryon pose () = [ 70 dt =52 () + 1)~ L () - )
Montrer que W est de classe € sur R. Calculer ¥(a), ¥'(a), ¥"(a) et vérifier que : Vu € R, ¥3(u) =

(u=a)° 1)
_) o)
2. On pose M = sup f(4)(u)’. Montrer que : Vz € [a,b] :
u€la,b]
M(x —a)? M(x — a)? M(x — a)®
| M o] M
‘\I’ (x)‘ 36 - Vi) 144 Y@ 720
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’ b—a (b — CL)2 / /
3. Montrer que : IR € R/ f(t) dt = 5 (f(a)+ f(b) + 12 (f'(a) = f'(b)) + R avec |R| <
Mb — a)® "
720 ,
Comparer R et l'intégrale / (f(t) — Ps(t)) dt
PARTIE III : Application numérique
72

1

Soit f Papplication de R vers R définie par : Vx € R, f(z) = e 2 .Soit g la primitive de f s’annulant

en 0. On se propose de calculer g(1) avec au moins trois décimales exactes. Pour tout couple (a,b) avec

b— b—a)? ’
0 < b, on pose Ay = L2 (@) + F0) + P () - o) = [P0 i
1. Vérifier que : Vo € R, f®(z) = (2* — 622 + 3) f(x) puis calculer :
M = sup f(4)(u)‘ , My = sup [fP(u)] et My = sup f(4)(u)‘
u€el0,1]

o} wel3.1]
2. Donner une valeur approchée de Ag ;.
En utilisant les résultats de la partie II, en déduire un encadrement de g(1). La méthode ainsi

employée permet-elle d’obtenir avec certitude les trois premiéres décimales de g(1)?

Donner une valeur approchée de /\07% et )\%71. En déduire un nouvel encadrement pour g(1).

s Ml, Mg, )\0717 AO,% et )\%71

3.
N.B. On écrira sur la copie les six décimales données par la calculatrice pour les valeurs approchées de
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CORRECTION : Approximation d'une intégrale — Interpolation =)

PARTIE | : Etude algébrique
On désigne par E IB-espace vectoridR3[X]. Soient a et b deux réels tels que a<b.
Soit ¢ I'application de E verR* définie par 1P OE, ¢(P) = (P(a), P'(a), P(b), P'(b)) en identifiantymdime et fonction polynomiale associée.
1) Quelle est la dimension de BVPontrer quep est un isomorphisme de E véRS
On a :E de dimension 4 une base étant (I, X,2XX3).
L'application ¢ est linéaire car la dérivation I'est.
Soit FLJE. Alker(®) < a et b sont des zéros d'ordre au moins 2 éeP =0 car P est de degré inférieur ou égal a 3.
Ainsi ker(@) = {Og} etdonc ¢ est injective
Or ¢ est une application linéaire injective de E quicesdimension 4 veiR* qui est aussi de dimension 4, dgnest un
isomorphisme de E verR*
2) Soit " la bijection réciproque dig. Déterminer P=¢""( (0,0,1,0)) et P=¢""((0,0,0,1))

2 2
Un "simple" calcul montre que l'on &3 :M)E(Z X+a-3h) et P=(X— b)ﬁﬁ)E

(a-b) (b-a)
3) Soient R=1-P et BR=-R(atb-X) (oulestle polyndéme constant égal.aMpntrer que : P=¢"(1,0,0,0)) et P=¢"%((0,1,0,0))
d(Py) = d(l) — d(Ps) = (1,0,1,0) — (0,0,1,0) = (1,0,0,0) donc, pgedtivité, P, =$~*( (1,0,0,0))
Par composition, ;{X) = Py(a + b — X) d'ol : fa) =— Py(b) = 0, B'(a) = B/(b) = 1, B(b) =— P4(a) = 0, B'(b) = P/(a) = O
Donc (P, =(0,1,0,0) donc, par bijectivit®, = ¢( (0,1,0,0) )

2
4) Vérifierque:be(t) dt ='°T—a etbe(t) dt:—ﬁ%l Calculerbe(t) dt etbe(t) dt .
3 4 1 2
a a a a
2

On vérifie en effectuant par exemple des intégnatipar parties quef 5

b _b-a b _ _(b-a
P di=2>2 et j P (1) dt =

a a

f > Pl(t) dt=(b-a) —j b P3(t) dt :bT_"’l D'ouf b Pl(t) dt = %\

2
b b b _
f Pz(t) dt= —f P4(a +b-t)dt= fa P4(u) du enposantu=a+b-t. D'fu Pz(t) dt= ﬁ%)—
a a b a
5) Montrer que (B P, P, P») est une base de E et, SiJE, montrer que les coordonnées de P dans cettesbasB(a) , P'(a) , P(b) , P'(b) .

En déduire que DPUE , f ® p(t) dt =D=2(p(a) + P(0) + L=2) (@) - P()
¢ ! est un isomorphisme & vers E. Or (B P,, P;, P,) est limage pap™* de la base canonique R&.

Ainsi (P4, P, Ps, Py) est une base de E

Soit A_IE. Il existe des réebs;, Ay, Azet A, telsque P A, P+ A, Po+ Az Py + A4 Py

On a alors :9(P) =A1 ¢(P1) + Az ¢(P2) + A3 §(P3) + A1 §(Pa) = (A1, Az, A, Ag). Or ¢(P) = (P(a), P'(a), P(b), P'(b)) doncen
identifiant,on trouve bien: P =P(a) P+ P'(a) » + P(b) B + P'(b) P,

On integre alors P sur [a,b]. On #b P(t) dt = P(aj °P (1) dt + P‘(a{ PP (0 dt + P(b)f "B (1) dt + P(b) J °P (1) dt

a a

2
b
D'oll, compte tenu des calculs précédeBLIE , f P(t) dt :%a(P(a) + P(b) +§bl‘—2a)- (P'(a) — P'(b)
a
PARTIE Il : Approximation d'une intégrale — Majorat ion de I'erreur de méthode

Soit f une application dR versR de class€“. Soient a et b deux réels tels que a<b.
On associe & le polyndme Pde E tel que :{Ra) =f(a) , R'(@)=f'(a) , Pb)=f(b) et PR(b)=f'(b)

1) SiuldR, on pose ¥(u) =f uf(t) dt —%"( f(a) +f (u)) —ﬁ%l (f'@@) —f'(u)) . Montrer queV est de class€?surR.
a

Calculer¥(a) ,W'(a), W"(a) et vérifier que JuOR, YO(u) = ﬁ%lf “(u)
W est la somme de fonction de clasdalonc est de class¥.

2
Un calcul simple donne®(a) = 0 ,W'(a) = 0,¥"(a) = 0 et OudR, ¥¥(u) = ﬁ%lf (u)

3 4 5
2) Onpose:M=sup | fU)|. Montrer que Ox Oa,b] ;| W) | Smge_—a)- v | Smﬁl v | SM;Z;Oa)-

u Ofa,b]

X X 2 3
Ox Ofab] , | w209 | =| w200 - wo(@)] = U Wy dt|< f (8 gr=Mo-a)
a a
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4 5
Avec les mémes types de majorations, on moribel[a,b] , | W' (%) | smﬁ‘—f‘l et | W | sm;z;oa)—

3)  Montrer que ERDIR|fbf(t) dt :bT‘a(f(a) +f (b)) —ﬁ%i(f'(a) —f'(b)) +R aved R|s'\"_(7t’2%ai
Ona W) = f °f ) dt ~b=3(1(a) +f (0) —Kbl;;‘i(f'(a) —f'(b))
a
Donc:fbf(t) dt:%‘(f(a)+f(b))+§bl‘—2af(f'(a)—f'(b))+q1(b) avec| “P(b)|sM$2;oai-
4) Compaarer R et I‘intégralf b(f PO o
Le calcul de J b P () dt donne, en utilisant le |5f b P () dt=D>28(f () +f (b)) +£b1;2ai(f'(a) —f'(b))
a

a

Ainsi prf (®) dt :jbf(t) dt — W(b) et donc R =W¥(b) = fb(f -PY® dt

PARTIE 1l : Application numérigue

Soit f I'application deR versR définie par {Ix OR, f(x) :\fé eﬂ?.
21
Soit g la primitive def s'annulant en @n se propose de calculer g(1) avec au moins témisrales exactes.
2

Pour tout couple (a,b) tel que a < b, on posé\é,bz%"( f(a) +f (b)) —ﬁ%l( f'(a) —f'(b)) =f ° P (t) dt
f
a

1)  Vérifier que Ox OR, 9(x) = (X~ 62+ 3) f (x) puis calculer : M = sup | T@U) | , M= sup | fOu)| et M= sup | FOU)|
u0[o,1] u[[()%] uL[%,l]
De simples calculs de dérivation fournissefit:OR, fM(x) = —x f (x), f@x) = (= 1)f (), fIx) = —x (€= 3)f (x)
f@(x) = g(“— 6+ 3) f(x) et fO(x)=—x (¢ 10X+ 15) f (x)
Sur [0,1], f® est négatif dond® est décroissante. G (0) = 1.196827 & 10pres, {9 (12) = 0.550102 & 1Dpres et
@ (1) =— 0.483941 a 10pres, donc M = | f@(0)| =1.196827 a 16prés =M, et M, = | f“( )| = 0.550102 & 16
pres
2) Donner une valeur approchéeXg. En utilisant les résultats de la partie Il, en déelun encadrement de g(1).
La méthode ainsi employée permet-elle d'obtenir egeitude les trois premiéres décimales de g(1)?

Ao = 0.340620 & 10pres

D'aprés la partie Il, on sait que : | gflo4l < %O: 0.001662 & 1Bprés par exces.

Donc on obtient :  0.338958 g(1) < 0.342282 : on ne peut connaitre g(1) qu'a 2d@s

3) Donner une valeur approchéeXe et A . En déduire un nouvel encadrement pour g(1).
ol 11
2 2
Mo, =0.191419 & 1bprés eth,, ;= 0.149882 a 1bpres
' < . . . M _ . . N R
: Y < 1 =0.
D'apres la partie 1, on sait que : | g&3o 4 =50+ F 0.000052 & 1bprés par excés
De méme : | g(1} g(¥2) — A, 1| < %ﬁi = 0.000024 & IBprés par exces
Donc on obtient : 0.3412259 g(1) < 0.341378 Donc g(1) = 0.3413 & IHprés



