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DEVOIR EN TEMPS LIBRE N° 14
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Vous préterez une attention particuliére au soin de vos copies et a la qualité de votre argumentation

PROBLEME : Mines de Sup 1995

Notations :

n est un entier naturel fixé, n > 2.

F est I'espace vectoriel des fonctions réelles définies sur R.

E est le sous-espace vectoriel des fonctions polyndémes a coefficients réels.

E,, est le sous-espace vectoriel des fonctions polynomes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a n.

PARTIE 1
Si f € F, on note A(f) et T'(f) les fonctions réelles définies par :

Ve e R:A(f)(x) = flz+1) = fz), et T(f)(z)=flz+1)
On admettra (aisément!) que A et T sont des endomorphismes de F.

On note A = T° = Idr (donc, si f € F, A°(f) =T°(f) = f), et,si j €N, j > 1,

AN =NToA=Ao N T/=T""1oT=ToT'"

1. (a) 1i. Soit P € E, non constant. A(P) est une fonction polynéme.
Comparer les degrés de A(P) et de P.
Calculer le coefficient dominant de A(P) en fonction de celui de P.
ii. Vérifier que A induit un endomorphisme de F,,, noté A,,.
(b) i. Déterminer ker A,,.
ii. En déduire le rang de A,,. Déterminer Im A,,.
2. Pour k € N, on définit les fonctions polynéomes N par :
z(x—1)--(x—k+1)
k!

VeeR, Ny(z)=1 et Ng(z)=

(a) i Pour k > 1, exprimer A(Ny) en fonction des polynémes (IN;);=o.
ii. Calculer, pour j € N et k € N, AJ(Ny), puis (A7(Ng)) (0).

(b) 1. Montrer que la famille (Ng, Ny, ..., N,,) est une base de E,.
ii. Soit P € E,. P s’écrit P = agNy+ a1 Ny + -+ - + a, N, ou (ag,ay,...,a,) € R*.

Exprimer les a; en fonction des (A7(P)) (0).
3. (a) Soient k € Net f € F. Déterminer pour z € R, (T*(f)) ().

(b) Soit j € N. Soit f € F.

i. Expliciter A7(f) en fonction des T*(f), 0 < k < j. (On pourra remarquer que A =T — IdF).

ii. En déduire que (A’(f)) (0) ne dépend que des valeurs f(0), f(1),..., f(j) de f aux points
01,007 .
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PARTIE II

On se donne une fonction f de F. On cherche les polynémes solutions du probléme (P) suivant :

deg P <n
(P) {nge {0,1,...,n},  P(k)= f(k)

On pose N(z) = [[(z —j) =z(x —1)--- (x —n).

7=0

n

E, — Rt
P — (P(0),..,P(n))

Montrer que ® est un isomorphisme.

1. (a) Soit I'application linéaire @ :

(b) En déduire que le probleme (P) posséde une unique solution notée P.
2. (a) Pour j € {0,1,...,n}, comparer (A’(f)) (0) et (A7(P})) (0).

(b) En déduire I’ expression de P; en fonction des (A7(f)) (0) et des polynomes N;.
3. Dans cette question, on suppose que f est de classe C"1.

On note M, =sup {|f"V(t)], te[0,n]}.

(n+1)
(a) Soit x € [0,n], non entier. Montrer que : 3¢ € |0,n] / f(x)— Pr(x) = {Tl(;)]\/'(w)
n !
(On pourra poser ¢(t) = f(t) — Ps(t) — KN(t), ot K est tel que ¢(z) = 0, et appliquer
judicieusement le théoréme de Rolle).

1
(b) En déduire que : Vo € [0,n], |f(x) — Pr(x)| < n——i-an

(On pourra majorer |N(z)| sur chaque intervalle [j,7 + 1], ou j € {0,1,...,n — 1}).
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CORRECTION

Notations : n € N, n > 2. F =F (R,R). E=R[X] et E =R, [X].

PARTIE 1

Si feF, A(f) et T(f) sont définies par : Vo € R: A(f)(z) = f(x+1)— f(x), et T(f)(x)= f(z+1)
On admettra (aisément!) que A et T sont des endomorphismes de F.

1.

2. Pour k € N, Ny par : Ve € R, Ny(xz)=1 et Ni(x)=

3.

(a)

(a)

(a) Par récurrence, on montre aisément : | Vi € N,Vo € R, (T*(f)) (z) = f(z + k)|

i.

ii.

ii.

i.

il.

il.

Soit P € E, non constant. A(P) est une fonction polynome.
Soit p le degré de P, p > 1 car P non constant.
Ona:P=a,XP+a, XP'+ Z ap X" et

0<k<p—1
P(X +1) = a, X? + (pa, + ap—1) X! + Z b X" avec by, des coefficients liés aux a;.
0<k<p—1
Ainsi : A(P) = pa, X~ + Z i XF avee ¢ = by — ay. .
0<k<p—1

Donc| deg (A(P)) = deg (P) — 1 et le coefficient dominant de A(P) est Adeg (P) |ou
A est le coefficient dominant de P.

On sait que A est une application linéaire de E vers E. De plus, si P € E,, A(P) € E,.
Ainsi la restriction A,, de A a E,, est un endomorphisme de E,,.

Si P est un polynéme non constant alors A, (P) # 0 car son degré est positif ou nul.
Si P est un polynome constant A,(P) = 0. Ainsi | ker A, = Ey = Ro[X]|.

D’apres le théoréme du rang, on déduit du résultat précédent :
rg(A,) = dim(E,) —dim (ker A,) = (n+ 1) — 1ie. | rg(A,) =n|
D’aprés le calcul du degré de A(P) en fonction de celui de P, on sait que Im (A,) C E,,_;.
Ainsi Im (A,) est un sous-espace de E,_; de méme dimension finie n que E,_;. Ainsi
Im (A,) = E,—1 =R, 1[X]

r(x—1)---(x—k+1)
k!

Pour £ > 1, on trouve aisément | A(N,) = Ny |. On trouve aussi aisément :| A(N;) =0|.

Par récurrence, on montre aisément, | V(j, k) € N* AJ(N,) = N;_; si j < k et 0 sinon |

On en déduit : | V(j, k) € N*, A7(N)(0) = oy |

La famille (Ny, Ny, ..., N,) est une famille de polynémes de degré échelonné donc c’est
une famille libre de E,. S’agissant d’une famille libre de n + 1 vecteurs de F,, qui est de
dimension n + 1, ¢’en est une base : | (Ny, Ny, ..., NV,,) est une base de F, |

En utilisant Pexpression de A7(Ny)(0) a l'aide du symbole de Kronecker, on a :
si P =agNy+ a;Ny+ -+ + a,N,, alors | a; = (AJ(P)) (0)|

(b) Soit j € N. Soit f € F.

i.

il.

j ;
Puisque A =T — Idz et T et Idr commutent, on a| A/(f) = Z (—1)" <J> TUR(f)].

En utilisant les deux résultats précédents, on en déduit :
J J

AP0 =32 (-1 (1) £ -0 = (0 X (-0 (1) 100

k=0
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PARTIE II

deg P <n

Soit f € F. On cherche les polynoémes solutions du probléme : (P) { Vk € {0,1,...,n} P(k) = f(k)

On pose N(z) = Ho(x—j):x(m—l)---(x—n).

n
1=

+1

Ey

. 3 . . PN . — Rn
1. (a) Soit I'application linéaire & : P — (P(0),.,P(n))

Soit P € E,.

P € ker(®) < Vk € [0,n],P(k) =0 <= P = 0p, car le polynéme nul est le seul
polynéme de degré inférieur ou égal a n s’annulant en n + 1 points distincts.

Ainsi | ker(®) = {0g, } | et donc ® est injective.

Or dim (E,) = n+ 1 = dim (R"!), donc par caractérisation des isomophismes en dimension
finie, ‘ ® est un isomorphisme ‘

(b) On a donc : Vy = (yo,y1, - ,yn) € R*TH P € En‘ ®(P) = (Yo, Y1, ,Yn). En particulier
avecy = (f(0), f(1),---, f(n)), on al'existence et I'unicité d’un polynéme P; de degré inférieur

ouégal antel que @ (Py) = (f(0), f(1),---, f(n))ie.| I P;e R,,,[X]‘V/{ € [0,n], Pr(k) = f(k)|

2. (a) Pourj €{0,1,...,n}, ona AJ(f)(0) = (=1)" > (-1)* (é) Fk) = (=1)"> (1) (2) Ps(k)

k=0 k=0

par définition de Py. Ainsi| (A’(f)) (0) = (A7(Py)) (0) |

(b) On a montré dans la partie I que tout polynéme P € E,,, s’écrivait sous la forme

n

P =Y " (A*P)) (0) Ny. Donc : | Py = (A*(f)) (0) Ni|

k=0

3. On suppose que f est de classe C""!. On note M,, = sup {|f("+1)(t)

, tel0,n]}.

(a) Soit x € [0,n], non entier. Soit ¢ définie sur [0,n] par ¢(t) = f(t) — P(t) — KN(t), on

i _ {@) = Pi)
N(x)

Puisque ¢ s’annule en n + 2 points différents dans [0, n], aux entiers 0,1,---n et en x, on en

déduit d’aprés le théoréme de Rolle, que ¢ s’annule en n + 1 points différents dans |0, n[, puis

est tel que p(z) = 0 et existe car N(z) # 0.

¢" s’annule en n points différents dans |0, n[, - - -, et puis ™+ s’annule en 1 point ¢ €]0, n|.
Or Vt € [0,n], o™V (t) = f+D(t) — K(n + 1)! car deg(Py) < n+ 1 et N unitaire de degré
deg(N 1 ainsi K = 20 o4 done| 30 e o P 170
= . Ainsi K = t : nl | flx)— Prlx) =: x)|.
eg(N)=n+ insi CF et donc cé€] ,n[‘f(l) () CE (x)
(b) Soit x € [0,n]. Si z est entier on a f(x) — Pr(x) = 0 et la relation proposée.
N
Sinon. D’apreés la question précédente : |f(z) — Pr(z)| < (| 4(_x1))||M”
n !

(n+1)!

n—+1
J+1

Or, en notant j = [z], on a,si j < n, |[N(z)| < (j+ Dl(n—j) = <nletsij=n

on a directement |N(x)| < n!.

]\[n

Ainsi | Vo € [0,n],|f(x) — Pr(x)| <
insi | Vo € [0,n],|f(x) ()] n+1




