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PROBLEME : Mines de Sup 1995

Notations :

n est un entier naturel �xé, n > 2.

F est l'espace vectoriel des fonctions réelles dé�nies sur R.
E est le sous-espace vectoriel des fonctions polynômes à coe�cients réels.

En est le sous-espace vectoriel des fonctions polynômes à coe�cients réels, de degré inférieur ou égal à n.

PARTIE I

Si f ∈ F , on note ∆(f) et T (f) les fonctions réelles dé�nies par :

∀x ∈ R : ∆(f)(x) = f(x+ 1)− f(x), et T (f)(x) = f(x+ 1)

On admettra (aisément !) que ∆ et T sont des endomorphismes de F .
On note ∆0 = T 0 = IdF (donc, si f ∈ F , ∆0(f) = T 0(f) = f), et, si j ∈ N, j > 1,

∆j = ∆j−1 ◦∆ = ∆ ◦∆j−1, T j = T j−1 ◦ T = T ◦ T j−1.

1. (a) i. Soit P ∈ E, non constant. ∆(P ) est une fonction polynôme.

Comparer les degrés de ∆(P ) et de P .

Calculer le coe�cient dominant de ∆(P ) en fonction de celui de P .

ii. Véri�er que ∆ induit un endomorphisme de En, noté ∆n.

(b) i. Déterminer ker ∆n.

ii. En déduire le rang de ∆n. Déterminer Im ∆n.

2. Pour k ∈ N, on dé�nit les fonctions polynômes Nk par :

∀x ∈ R, N0(x) = 1 et Nk(x) =
x(x− 1) · · · (x− k + 1)

k!

(a) i. Pour k > 1, exprimer ∆(Nk) en fonction des polynômes (Nj)j>0.

ii. Calculer, pour j ∈ N et k ∈ N, ∆j(Nk), puis (∆j(Nk)) (0).

(b) i. Montrer que la famille (N0, N1, ..., Nn) est une base de En.

ii. Soit P ∈ En. P s'écrit P = a0N0 + a1N1 + · · ·+ anNn où (a0, a1, ..., an) ∈ Rn+1.
Exprimer les aj en fonction des (∆j(P )) (0).

3. (a) Soient k ∈ N et f ∈ F . Déterminer pour x ∈ R,
(
T k(f)

)
(x).

(b) Soit j ∈ N. Soit f ∈ F .

i. Expliciter ∆j(f) en fonction des T k(f), 0 6 k 6 j. (On pourra remarquer que ∆ = T − IdF ).

ii. En déduire que (∆j(f)) (0) ne dépend que des valeurs f(0), f(1), ..., f(j) de f aux points
0, 1, ..., j .
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PARTIE II

On se donne une fonction f de F . On cherche les polynômes solutions du problème (P) suivant :

(P)

{
degP 6 n
∀k ∈ {0, 1, ..., n}, P (k) = f(k)

On pose N(x) =
n∏

j=0

(x− j) = x(x− 1) · · · (x− n).

1. (a) Soit l'application linéaire Φ :
En → Rn+1

P 7→ (P (0), .., P (n))

Montrer que Φ est un isomorphisme.

(b) En déduire que le problème (P) possède une unique solution notée Pf .

2. (a) Pour j ∈ {0, 1, ..., n}, comparer (∆j(f)) (0) et (∆j(Pf )) (0).

(b) En déduire l' expression de Pf en fonction des (∆j(f)) (0) et des polynômes Nj.

3. Dans cette question, on suppose que f est de classe Cn+1.

On note Mn = sup
{∣∣f (n+1)(t)

∣∣ , t ∈ [0, n]
}
.

(a) Soit x ∈ [0, n], non entier. Montrer que : ∃ c ∈ ]0, n[ / f(x)− Pf (x) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
N(x).

(On pourra poser ϕ(t) = f(t) − Pf (t) − KN(t), où K est tel que ϕ(x) = 0, et appliquer
judicieusement le théorème de Rolle).

(b) En déduire que : ∀x ∈ [0, n], |f(x)− Pf (x)| 6 1

n+ 1
Mn.

(On pourra majorer |N(x)| sur chaque intervalle [j, j + 1], où j ∈ {0, 1, ..., n− 1}).
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CORRECTION

Notations : n ∈ N, n > 2. F = F (R,R). E = R [X] et E = Rn [X].

PARTIE I

Si f ∈ F , ∆(f) et T (f) sont dé�nies par : ∀x ∈ R : ∆(f)(x) = f(x+ 1)− f(x), et T (f)(x) = f(x+ 1)
On admettra (aisément !) que ∆ et T sont des endomorphismes de F .

1. (a) i. Soit P ∈ E, non constant. ∆(P ) est une fonction polynôme.
Soit p le degré de P , p > 1 car P non constant.

On a : P = apX
p + ap−1X

p−1 +
∑

06k<p−1

akX
k et

P (X + 1) = apX
p + (pap + ap−1)X

p−1 +
∑

06k<p−1

bkX
k avec bk des coe�cients liés aux ai.

Ainsi : ∆(P ) = papX
p−1 +

∑
06k<p−1

ckX
k avec ck = bk − ak .

Donc deg (∆(P )) = deg (P )− 1 et le coe�cient dominant de ∆(P ) est λ deg (P ) où

λ est le coe�cient dominant de P .

ii. On sait que ∆ est une application linéaire de E vers E. De plus, si P ∈ En, ∆(P ) ∈ En.
Ainsi la restriction ∆n de ∆ à En est un endomorphisme de En.

(b) i. Si P est un polynôme non constant alors ∆n(P ) 6= 0 car son degré est positif ou nul.

Si P est un polynôme constant ∆n(P ) = 0. Ainsi ker ∆n = E0 = R0[X] .

ii. D'après le théorème du rang, on déduit du résultat précédent :

rg(∆n) = dim(En)− dim (ker ∆n) = (n+ 1)− 1 i.e. rg(∆n) = n .

D'après le calcul du degré de ∆(P ) en fonction de celui de P , on sait que Im (∆n) ⊂ En−1.
Ainsi Im (∆n) est un sous-espace de En−1 de même dimension �nie n que En−1. Ainsi

Im (∆n) = En−1 = Rn−1[X]

2. Pour k ∈ N, Nk par : ∀x ∈ R, N0(x) = 1 et Nk(x) =
x(x− 1) · · · (x− k + 1)

k!

(a) i. Pour k > 1, on trouve aisément ∆(Nk) = Nk−1 . On trouve aussi aisément : ∆(N1) = 0 .

ii. Par récurrence, on montre aisément, ∀(j, k) ∈ N2,∆j(Nk) = Nk−j si j 6 k et 0 sinon .

On en déduit : ∀(j, k) ∈ N2,∆j(Nk)(0) = δk,j .

(b) i. La famille (N0, N1, ..., Nn) est une famille de polynômes de degré échelonné donc c'est
une famille libre de En. S'agissant d'une famille libre de n + 1 vecteurs de En qui est de

dimension n+ 1, c'en est une base : (N0, N1, ..., Nn) est une base de En .

ii. En utilisant l'expression de ∆j(Nk)(0) à l'aide du symbole de Kronecker, on a :

si P = a0N0 + a1N1 + · · ·+ anNn, alors aj = (∆j(P )) (0) .

3. (a) Par récurrence, on montre aisément : ∀k ∈ N,∀x ∈ R,
(
T k(f)

)
(x) = f(x+ k) .

(b) Soit j ∈ N. Soit f ∈ F .

i. Puisque ∆ = T − IdF et T et IdF commutent, on a ∆j(f) =

j∑
k=0

(−1)k
(
j

k

)
T (j−k)(f) .

ii. En utilisant les deux résultats précédents, on en déduit :

∆j(f)(0) =

j∑
k=0

(−1)k
(
j

k

)
f(j − k) = (−1)j

j∑
k=0

(−1)k
(
j

k

)
f(k) .
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PARTIE II

Soit f ∈ F . On cherche les polynômes solutions du problème : (P)

{
degP 6 n
∀k ∈ {0, 1, ..., n}, P (k) = f(k)

On pose N(x) =
n∏

j=0

(x− j) = x(x− 1) · · · (x− n).

1. (a) Soit l'application linéaire Φ :
En → Rn+1

P 7→ (P (0), .., P (n))

Soit P ∈ En.
P ∈ ker(Φ) ⇐⇒ ∀k ∈ [[0, n]] , P (k) = 0 ⇐⇒ P = 0En car le polynôme nul est le seul
polynôme de degré inférieur ou égal à n s'annulant en n+ 1 points distincts.

Ainsi ker(Φ) = {0En} et donc Φ est injective.

Or dim (En) = n + 1 = dim (Rn+1), donc par caractérisation des isomophismes en dimension

�nie, Φ est un isomorphisme .

(b) On a donc : ∀y = (y0, y1, · · · , yn) ∈ Rn+1,∃!P ∈ En

∣∣Φ(P ) = (y0, y1, · · · , yn). En particulier
avec y = (f(0), f(1), · · · , f(n)), on a l'existence et l'unicité d'un polynôme Pf de degré inférieur

ou égal à n tel que Φ (Pk) = (f(0), f(1), · · · , f(n)) i.e. ∃!Pf ∈ Rn[X]
∣∣∣∀k ∈ [[0, n]] , Pf (k) = f(k) .

2. (a) Pour j ∈ {0, 1, ..., n}, on a ∆j(f)(0) = (−1)j
j∑

k=0

(−1)k
(
j

k

)
f(k) = (−1)j

j∑
k=0

(−1)k
(
j

k

)
Pf (k)

par dé�nition de Pf . Ainsi (∆j(f)) (0) = (∆j(Pf )) (0) .

(b) On a montré dans la partie I que tout polynôme P ∈ En, s'écrivait sous la forme

P =
n∑

k=0

(
∆k(P )

)
(0)Nk. Donc : Pf =

n∑
k=0

(
∆k(f)

)
(0)Nk .

3. On suppose que f est de classe Cn+1. On note Mn = sup
{∣∣f (n+1)(t)

∣∣ , t ∈ [0, n]
}
.

(a) Soit x ∈ [0, n], non entier. Soit ϕ dé�nie sur [0, n] par ϕ(t) = f(t) − Pf (t) − KN(t), où

K =
f(x)− Pf (x)

N(x)
est tel que ϕ(x) = 0 et existe car N(x) 6= 0.

Puisque ϕ s'annule en n + 2 points di�érents dans [0, n], aux entiers 0, 1, · · ·n et en x, on en
déduit d'après le théorème de Rolle, que ϕ′ s'annule en n+ 1 points di�érents dans ]0, n[, puis
ϕ′′ s'annule en n points di�érents dans ]0, n[, · · · , et puis ϕ(n+1) s'annule en 1 point c ∈]0, n[.
Or ∀t ∈ [0, n], ϕ(n+1)(t) = f (n+1)(t) − K(n + 1)! car deg(Pf ) < n + 1 et N unitaire de degré

deg(N) = n+ 1. Ainsi K =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
et donc ∃ c ∈ ]0, n[

∣∣ f(x)− Pf (x) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
N(x) .

(b) Soit x ∈ [0, n]. Si x est entier on a f(x)− Pf (x) = 0 et la relation proposée.

Sinon. D'après la question précédente : |f(x)− Pf (x)| 6 |N(x)|
(n+ 1)!

Mn.

Or, en notant j = bxc, on a, si j < n, |N(x)| 6 (j + 1)!(n − j)! =
(n+ 1)!(
n+ 1
j + 1

) 6 n! et si j = n

on a directement |N(x)| 6 n! .

Ainsi ∀x ∈ [0, n], |f(x)− Pf (x)| 6 Mn

n+ 1
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