Lycée Marceau MPSI 2014/2015 Le mardi 07 avril 2015

DEVOIR SURVEILLE N° 9 (4 HEURES)

Ce devoir est constitué de trois exercices et d’un probléme. L’ordre des exercices ne correspond & aucun critére
de difficulté ou de longueur : vous pouvez les traiter dans I'ordre que vous voulez. Veillez & soigner la copie tant
pour l'écriture, la propreté que pour la rédaction, la rigueur et I’argumentation. La calculatrice est interdite. Vous

numéroterez vos copies et ferez apparaitre clairement sur la premiére page le nombre de copies.

EXERCICE I : Calculs d’intégrales

2 d
1. Calculer / x en effectuant le changement de variables ¢ = tan 7
-x 2cos(x) + sin(z) + 3

2. SmtI—/ \/1_$dx
1+=z

(a) Que vaut I lorsque 'on effectue le changement de variables u = /1527

(b) A T'aide d’un nouveau changement de variables, calculer I.

2n —
3. Déterminer la convergence et 'éventuelle limite de la suite (uy), . définie par : u,, = Z \/ T k
n

EXERCICE II : Endomorphisme de R|X]

A(=3) = B(=3) =0 C(=3) =0
1. (a) Déterminer (A, B,C) € (Ry[X])? vérifiant : { A(1) =0 ., {B(1)=1 et SC(1)=0
A(2) =0 B(2) =0 @) =1

(b) Vérifier que la famille (A, B, C) est une base de Ry[X].
2. On définit 'application u sur R[X] par : VP € R[X] , u(P)=P(-3)A+ P(1)B+ P(2)C
(a) Vérifier que w est un endomorphisme de R[X].
(b) Calculer u(A), u(B) et u(C). En déduire que u est un projecteur de R[X]
(¢) Déterminer Im(u) et ker(u)
)

(d) Montrer que, pour tout polynéme P de R[X], u(P) est le reste de la division euclidienne de P
par (X® —7X +6)

EXERCICE III : Itéré d’un endomorphisme de R*

a 3a
On définit 'endomorphisme f de R* par : V (a,b,c,d) € R, f I; —16a J{Ol;iic —4d
d 10a — 2¢ + 3d

Exprimer f2.

On pose p = % (f — Idgs). Montrer que p est un projecteur. Déterminer son axe et sa direction.
En déduire une relation linéaire entre f2, f et Idpa

f est-il un automorphisme et, le cas échéant, déterminer f—1

DA

Soit g = f — 3Idgs. Montrer que ker(g) et Im(g) sont des sous-espaces supplémentaires de R*. En
déterminer des bases.

6. Trouver un réel o non nul tel que ag soit un projecteur. On appelle ¢ ce projecteur.
7. Ecrire f comme combinaison linéaire de p et de q.
8. Soit n € N. Ecrire f" comme combinaison linéaire de p et de ¢ puis en fonction de f et [dpa.
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PROBLEME I : Endomorphisme nilpotent d’ordre n

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Si f est un endomorphisme de R”, pour k € N, on définit f* par
récurrence : [0 = Idgn et Yk € N, f*¥1 = fo f¥.  On s’intéresse aux endomorphismes de R™ vérifiant

STUAO et fr=0 (1)

1. Etude d’un exemple.
On définit I’endomorphisme f de R? par :

a 4a + 4b + 2¢
V(a,b,c) R fF| [ = —-4a—2b+¢
c 2a — 2c¢

(a) Déterminer ker(f) et Im(f). On donnera une base de chacun des ces espaces et, si parmi ces espaces, il y

a un hyperplan de R?, on donnera également une équation de I’hyperplan
(b) Exprimer les endomorphismes f? et f3. Que peut-on en conclure ?

(c) Déterminer ker (f2) et Im (f2) On donnera une base de chacun des ces espaces et, si parmi ces espaces,

il y a un hyperplan de R?, on donnera également une équation de I’hyperplan

(d) Comparer les espaces trouvés en la et lc

Retour au cas général

On considére f un endomorphisme de R™ vérifiant I'équation (1)

2. Justifier qu’il existe xy € R™ tel que f"~ ! (z) # Ogn. On fixe un tel z.
Montrer que la famille (f"~! (xq) , f" % (xo) , -+, f* (z0) , 7o) est une base de R™.

3. Pour k € [1,n], on note Fj, le sous-espace de R™ engendré par : (f"~ (zq) , f"72 (z0) , -+, ["7F (20)).
(a) Déterminer la dimension de Fj, ?
(b) Montrer que : Fy = Im (f"*) = ker (f*).
(c) Montrer que : Fy est stable par f, ¢’est-a-dire que f (F}) C F},

4. Soit H un sous-espace vectoriel de R™ stable par f. On suppose que H est de dimension k& avec
1 <k <n—18Soit enfin g la restriction de f & H

(a) Montrer qu’il existe un entier p > 1 tel que g?~! # 0 et g* = 0.

(b) Soit z; € H tel que g?~! (z1) # 0. Que peut-on dire de la famille (zq, g (z1) ,---, g7 (z1))?
En déduire que ¢* = 0.

(¢) Montrer que H = ker (f*).
(d) Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de R™ stables par f.
5. On veut trouver tous les endomorphismes A de R™ qui commutent avec f, c’est-a-dire tels que :
foh=hof.
(a) Soit h un endomorphisme de R™. Montrer qu’il existe une unique famille de réels (ag, as, -, a,_1)
tels que : h (xg) = agro + a1 f (xo) + -+ + an_1 /" (z0).
(b) Soit ¢ ’endomorphisme de R™ défini par : ¢ = agld +alf + -+ ap_1 "
i. Montrer que, si f et h commutent, alors Vi € N, h (f* (x0)) = ¢ (f* (x0))
ii. En déduire que h = ¢

(¢) Montrer que '’ensemble des endomorphismes qui commutent avec f est un sous-espace vectoriel
de I'espace vectoriel des endomorphismes de R™. Quelle est sa dimension ?
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CORRECTION

EXERCICE I : Calculs d’intégrales

2 dt 1 —¢2 ¢ sin(z) 2t
S E—— et sin(xr) = .
1427 1+ ¢2 1+¢2

. 2 da L odt L 24t 7r
On obtient : . = — = — =
== 2cos(z) + sin(z) + 3 0+t +2t A+ +4 4

™

/2 dx
Donc
2cos(z) + sin(x) + 3

1. On pose t = tan 5. On a dr = cos(x) =

I

1
2. (a) Dans 1:/01,/1;?1@ on pose u = /% On a dz = 4udu et donc : | [ = /ﬂ 4V1 — u?du
=

(b) On pose maintenant u = sin(¢). On obtient

WP

us s

I—/2 4 cos®(t )clt:2/2 (14 cos(2t))dt = [sin(Qt)+2t .Dott| [ =21

™ 2
%
3. 2n = Z — 2R 2n et R de Ri v droit
= avec p = 2n e somme de Riemann & droite
2n + k: D p+k P P b
1—2z

associée a la fonction f : z — g o Vintervalle [0,1]. Comme (R,),cy. converge vers

1
/ f(t)dt et que l'on sait, d’aprés la question précédente, que / f(t)dt = g — 1, on en déduit que

0 0

la suite (uy), .. converge vers m — 2

EXERCICE II : Endomorphisme de R[X]

A(-3) =1 B(~=3)=0 C(-3)=0
1. (a) Les polynomes (A, B,C) € (R, [X])3 vérifiant : (A =0 , {B1)=1 et {C(1)=0  sont
A(2)=0 B 0 c@) =1
les polynomes interpolateurs de Lagrange :

A=5X-1)(X-2),B=—3(X—-2)(X+3) et C=1(X —1)(X +3)

(b) = Montrons que la famille (A, B, C) est libre. Soit (a,b,c) € R*|a A+ bB + c¢C = Og,x]-
Ona:VreR,aA(x)+bB(z)+ cC(x) = 0. En appliquant cette relation en —3,1 et 2, on
trouve a = b = ¢ = Og. Ainsi la famille (A, B, C) est libre

i (A, B,C) est une famille libre de 3 vecteurs de Ry[X] qui est de dimension 3 donc c’en est
une base.

Ainsi| (A, B,C) est une base de Ry[X]|.

2. Soit u: R[X] — R[X],P - wu(P)=P(-3)A+ P(1)B+ P(2)C.
(a) Par linarité des formes linéaires P — P(—3), P — P(1) et P — P(2),
u est un endomorphisme de R[X]

(b) D’aprés les relations définissant A, B et C, on trouve | u(A) = A, u(B) = B et u(C) = C'|.

Soit P € R[X]. On a :
u(u(P)) = P(=3)u(A) + P(1)u(B) + P(2)u(C) = P(—3)A + P(1)B + P(2)C = u(P). Ainsi
u? = u. Donc u est un endomorphisme idempotent de R[X] :

u est un projecteur de R[.X]




Lycée Marceau MPSI 2014/2015 Le mardi 07 avril 2015

(c) = Comme, pour tout P € R[X], u(P) est un polyndéme de degré inférieur ou égal a 2, on a
Im(u) C Ry[X]. Or A, B et C sont dans Im(u) et engendrent Ro[X], donc on a la seconde
inclusion et ainsi | Tm(u) = Ry[X]

i Soit P € R[X]. P € ker(u) <= P(~3) = P(1) = P(2) = 0 <= (X — 1)(X — 2)(X +3)|P.
Donc | ker(u) = (X — 1)(X — 2)(X 4+ 3)R[X]|.
Dans la suite on posera D = (X — 1)(X —2)(X +3) = X? - 7X +6

(d) Soit P € R[X]. On note @ et R les quotient et reste de la division euclidienne de P par

D = X3 —7X +6. Comme R € Ry[X] = vect (A, B,C), il existe trois réels (a,b,c) tels que :

R=aA+bB+cC. AinsiP=QD+aA+bB+cC.

En évaluant ce polynome en -3, 1 et 2, on trouve P(—3) = a, P(1) =b et P(2) = c et donc

R=aA+bB+cC=P(-3)A+ P(1)B+ P(2)C = u(P).

Ainsi| u(P) est le reste de la division euclidienne de P par (X? -7X +6) =D

EXERCICE I1I : Itéré d’un endomorphisme de R*

a 3a
4 b —16a + b+ 4c — 4d
V(a,b,c,d)GR,f((c ):( T b e )
d 10a — 2¢ + 3d
a 9a
b —64a + b+ 16¢ — 16d
4 2 _
1. V(a,b,c,d) € R*, | f . 40q -+ ¢
d 40a — 8¢ + 9d
a a a a
b —8a + 2¢ — 2d b —8&a + 2¢ — 2d
4 _ 2 _
2. = Y(a,b,c,d) € R*, onap . = b et p . = 5
d 5a —c+d d S5a —c+d

Ainsi par caractérisation des projecteurs, ‘ p est un projecteur ‘
= [’axe du projecteur est : F' = ker (p — Idgs). Or si (a,b, c,d) € R,

a a —8a+2c—2d =b b = 2a— 2d
(a,b,c,d) € F < (i’):(ga”cm = {Sa —e = { ¢
d

5a

5a —c+d 5a —c+d =d c =5ba
1 0
T, , 9 9
Ainsi 'axe du projecteur p est | F' = ker (p — Idgs) = vect : .
0 1

= La direction du projecteur est : G = ker (p). Or si (a,b,c,d) € RY,

a 0 a =0
(a,b,c,d)eG:;, (—8a+2c—2d>:(0) — —8a+2c—2d =0 {a :2
c

5a 0 5a =0
Sa—c+d 0 S5a —c+d =0

Ainsi la direction du projecteur p est | G = ker (p) = vect

S O =
—_

3. Dep? =p,ontire:| f>—4 f+3Idps =0
4. Onafol(dldy—f)=L@A1Idg—f) o f=Iduw

Donc| f est un automorphisme et f~! = % (4 Idga — f)
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a 0
b —16a — 2b + 4c — 4d :
4 e = —_— 4
5. = Y (a,b,c,d) € R*, on ag . = 10a — 2¢ Soit ¢ = f — 3Idgs. En notant
d 10a — 20
(€1, €9, €3, €4) la base canonique de R*, on sait que ( ,g(e2),g 63 (e4)) est une famille géné-
ratrice de Im(g). Or g (e;) = —bg (63) 2g (ez) et g 64 = g 62 onc Im (9) =vect(g (ea2), g (e3))
0 0
—2 1
et les vecteurs g (e3) = 0| = -2 ol et g (es3) ne sont pas colinéaires.
0 0
0 0
Donc (1) : _1 est une base de Im(g) |
0 1
= Par ailleurs, si (a,b, c,d) € R?,
0 a 1 0
—16a — 2b + 4c — 4d — _
(a,b,c,d) € ker(g) <= ( 10a — 2¢ ): 0| = bo=20-2d || =a Hral s
10a — 2¢ 0 c =5a 2 0 1
1 0
. 2 —2
Ainsi 5 0 est une base de ker(g)
0 1
0 0
= Soit X = (a,b,c¢,d) € R*. Si X € Im(g)Nker(g). Alors il existe (\,0) € R*| X = A é +0 _12
0 1
. L. . b =2a—2d .
et les coordonnées de X vérifient le systéeme : . Ainsi A = § = Og et donc X = Opa.
¢ =bha

Ainsi Im(g) Nker(g) C {Ogs}. Mais comme Im(g) et ker(g) sont des sev de R, on en déduit
Iégalité : | Im(g) Nker(g) = {Ops}
i On a Im(g) Nker(g) = {Ops} et dim (Im(g)) + dim (ker(g)) = 2 + 2 = 4 = dim (R*). Donc par
caractérisation des sev supplémentaires en dimension finie, | Tm(g) @ ker(g) = R?

6. gog=f>—6f+9Idps = —2f+6 Idgs = —2g. Ainsi, —%g est idempotent. Comme il s’agit d’un

endomorphisme, par caractérisation des projecteurs, | ¢ = —%g = gldR1 — ff est un projecteur

. ona[ 7074

8. Soit n € N. On constate d’abord que Im(p) = ker(q) et Im(q) = ker(p) donc p et ¢ vérifient

poq=qop=0rrs. En particulier ils commutent et toute composée pF o g™ est nulle si k > 0
n

et m > 0 sont des entiers. Donc on peut utiliser la formule du binéme : f" = Z (Z) 3Epk o gt F

k=0
et, si n > 1, dans cette somme ne restent que les termes en £k = 0 et £ = n. Ainsi, comme

p" = pet ¢" = q, ‘ " =3"p+ q| On constate que cette expression est également valable pour
n=0etn=1. Enremplacant p et q par leurs expressions en fonction de f et Idrs, on en déduit :

"= %f + 3’73"[(@4 . On remarque que cette expression est également valable pour n = —1
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PROBLEME I : Endomorphisme nilpotent d’ordre n

Soit 7 un entier supérieur ou égal & 2. Si f est un endomorphisme de R”, pour k € N, on définit f* par
récurrence : 0 = Idgn et Yk €N, f**1 = fo f¥. On s’intéresse aux endomorphismes de R" vérifiant

40 et ff=0 (2)
1. Etude d’un exemple.
a 4a + 4b + 2c¢
On définit Pendomorphisme f de R? par :V (a,b,c) € R3, f b = | —4a—-2b+c
c 2a — 2c

(a) si (a,b,c) € R3,

4a + 4b + 2¢ 0 2a+2b+c =0 0 —e a 2
(a,b,c) e ker(f) <= | -da-2+c|=[0] <= {4a+2-c =0 < {b s, =) =5 |3
0 - _

2a — 2c a—c =0 2 c
2
Ainsi -3 est une base de ker(f)| D’aprés le théoréme du rang, Im(f) est de di-
2
1 4 0 4
mension 2. Or f 0 =|—-4]etf 1 = | =2 | donc 2 vecteurs de Im(f) non
0 2 0 0
2 2
colinéaires, donc -21,1 -1 est une base de Im(f)|. Ce dernier sev est un hyper-
1 0
plan de R? : il s’agit du ‘ plan d’équation : x + 2y + 2z = O
a 4a + 8b 4+ 8c 2
(b) V(a,b,c) € R3, f? b = | —6a—120—12c | = (2a+4b+4c) [ =3 | et
4da + 8b+ 8¢ 2
a 2 0 0
2Ll =Q2a+4b+4c) f| | -3 =(2a+4b+4c) |0 0 |. On en déduit que
c 2 0 0

f est nilpotente d’indice 3.| f vérifie I’équation (2)

( et
2

(c) L’expression de f? permet directement de trouver : | Im (f?) = vect (
ker (f?) plan d’équation = + 2y + 2z = 0 dont une base est (

(d) On constate | ker(f) =TIm (f*) et Im(f) = ker (f?)

Retour au cas général

On considére f un endomorphisme de R™ vérifiant I'équation (2)

2. f*~! étant non nulle, | il existe x; € R™ tel que "' (20) # Og« | On fixe un tel zg.
Soit (Mg, A1, -+, Ap_1) € R™ Supposons Aoxg + A f! (z0) + -+ + A1 [ (2g) = Opn.
Par I’absurde Supposons qu’il existe un plus petit indice k tel que Ay # Ogr. En composant par
J"717F Pexpression précédente, on a : A\pf"7! (z0) + M1 f™ (o) + -+ XMoot f2 2R (20) = Ogon .
Or pour p > n, f? = Opmny et donc fP (x9) = Ogn. Aussi dans la somme il ne reste que le premier

6
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terme ... qui doit étre nul alors que f"~! (zg) # Ogn. Donc A, = Og : contradiction avec ’hypothése.
Ainsi| la famille ("' (zo) , f" 2 (xo) , -+, f' (x0) , 7o) est une famille libre de R"|

(f" Y (xo) , [ (w0) , -+, f (o) ,Tp) est une famille libre de n vecteurs de R qui est de dimension

n donc c¢’est une base. Ainsi| la famille ("' (xo) , f" 2 (20) , -+, f* (x0) ,20) est une base de R"|.

3. Pour k € [1,n], on note Fy, le sous-espace de R" engendré par : (f"_1 (wo) , 2 (xg) ,---, fmF (xo)).
(a) Pour k € [1,n], la famille ("~ (o) , f""2(x0) ,---, /" ¥ (20)) est une sous-famille de la base
de R" & = (f"' (o) , f**(w0) ,- -, f" (20) ,%0)

Donc elle est libre et ainsi‘ I}, est de dimension k‘

(b) Puisque £ est une base de R", Im (f"_k) est engendré par les images par "% des vecteurs
de . Donc Im (f"*) est engendré par (f"* (z) , f" 7 (20) , -+, f* %' (20)). Or pour

p = n, fP(xg) = Ogn. Aussi, en éliminant de la famille tous les vecteurs nuls, on a Im (f”_k)

est engendré par (" (zg) ,---, f" (o)) qui est une base de Fj. Ainsi| Fj, = Im (f"")|
Puisque f" est nulle, les vecteurs (f" % (zo) , -, f""! (z0)) sont dans le noyau de f*. Mais
par le théoréme du rang, dim (ker (f*)) = n — dim (Im (f*)) = n — dim (F,_x) en appli-
quant le résultat vu liant Fj et Im(f"77). Ainsi la famille (f"*(zo) , -+, f" " (z9)) est
une famille libre de k£ vecteurs de ker (f’f) qui est de dimension k : c’en est une base. Donc
Fr =1Im (f"_"’) = ker (}‘") )

(¢c) Soit x € Fy. On a: f*(f(z)) = f (f*(z)) = f (Ogn) = Ogn. Donc f(z) € ker (f*) = Fj. Ainsi
’ I}, est stable par f‘

4. Soit H un sev de R" stable par f. k = dim(H) avec 1 < k < n — 1. Soit g la restriction de f & H :
g est un endomorphisme de H.

(a) Soit A = {j € N‘ ¢ = OL(H)}. A est une partie non vide de N car ¢" = Or(). Donc A posséde

un plus petit élément p qui est non nul car ¢° = Idy. Ce p vérifie| p > 1, g ' #0 et g* = 0|

(b) Soit z; € H tel que g?~! (z1) # 0. En utilisant la méthode de la question 2 appliquée a g, on

en déduit que | la famille (2, g(xy) ,---,¢” ' (71)) est une famille libre de H| et donc

k = dim(H) > p et donc ¢* = 0|

(c) On a: Vz H,g*(x) = Ogn car g* est 'endomorphisme nul de H. Donc Vo H, f¥(z) = Ogn et
donc H C ker (f’“) = F}.. Ainsi H est un sev de F}, de méme dimension finie k que Fj,. Donc

szcr(fk) .

(d) En regroupant les résultats des questions 3 et 4, on sait que

les seuls sous-espaces de R" stables par f sont les ker (f*)|.

5. On veut trouver tous les endomorphismes A de R™ qui commutent avec f, c’est-a-dire tels que :

foh=hof.
(a) Soit h un endomorphisme de R". % étant une base de R",
3! ((I/U-/ ar, - .- 7(I,nfl) eR" |h (."IJ()) = agTo + (I,]f (.’I/'()) + -4+ (I,nflfni1 (.’Iﬁ()) .

(b) Soit ¢ 'endomorphisme de R™ défini par : ¢ = agld +alf + -+ + ap_1 f**
1. Soit la propriété de récurrence : & : "h (f" (x0)) = ¢ (f* (20))”
1 P, est-elle vraie? On a :
h(f° (20)) = R (z0) = ¢ (z0) = ¢ (f° (x0)) | P est vraie|
1= Supposons &Z; vraie pour un certaine entier i. &7, est-elle vraie?. On a :
h(f (x0)) = h(f (f* (z0))) = f(h(f"(x0))) car h et f commutent. Or Z; vraie donc :

AP (w0)) = £ (o (F (@) = ( (£ (0)) = @ (£ (w0)). Done [ Zr. est vraie]
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i On a montré &, vraie et, pour tout entier i, &; vraie entraine &;; vraie. Donc par

théoréme de récurrence on a : Vi € N, &, vraie i.e. | Vi € N A (f" (xq)) = o (" (20))

ii. On a montré que h et ¢ coincidaient sur la famille des (f*(zy)),oy. En particulier elles

coincident sur la base (f*(20))gc;cp_ - Ainsi

(c) On déduit de la question précédente que I'ensemble G des endomorphismes qui commutent

avec f est| G = vect(Idgn, f, f?,--+, f" )| Or ces endomorphismes sont linéairement indé-
pendants car leurs images en xg sont linéairement indépendantes. Donc I'ensemble des endo-
morphismes qui commutent avec f est| un sev de L (R") de dimension n




