PROBLEME : Constante d'Euler et accélération de comergence

n
Pour nCON’, on note :gs:Z%: 1 +%+ +% , =5 —1In(n) ety=s,_1—In(n).
p=1
La constante d'Euler est le nombre réet: lim u,

n - +oo
1) a) Montrer I'existence de

b) Donner un encadrement de'amplitude’/yq.

+ oo

kK+1
c) Justifier la relation : y—y =Z (In( ; )-kil)

k =n

2) Soit kKON, et f la fonction définie sur [k, k+1] par : f(-t)% . On note g la fonction

affine sur [k, k+1] et h la fonction affine sur [k;+ Y[ et [k + %2, k+1] telles que :
f(k) = g(k) = h(k) , f(k+1) =g(k+1) =h(k+1) , f'(k)=h'(k) et f'(k+1) =h'(k+1)

a) Représenter les courbes de f, g et h sur un ménsingdes justifiant leurs positions
relatives.

b) Par des considérations d'intégrales, prouver que :
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c) Quelles inégalités peut-on en déduire paury  ?
) -y 1 : :
3) a) Donner le développement limité de (511}) " & Jlr D suivant les puissances de

% lorsque k tend verse a l'ordre 5.

b) Trouver des réels a, b et c tels que :
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c) Démontrer alors que ;nty — 3-8 ~ £
n N no+o N

4) Soit @ I'endomorphisme dR[X] défini par : @ (P) = P(X + 1) — P(X)
a) Chercher Im) et ker)



b) En déduire que, pour tout}N, il existe un unique polynome,@l que Q0) =0
et QX+ 1) - Q(X)=X".

c) Démontrer que pour toutp 1, Q'(X) — Q'(0) = p Q-1(X)
d) Calculer @, Q, Q, Qs, Qs Qs .

e) Déterminer les minimum et maximum de €Qr [0, 1]

f) Montrer que, pour toutlpN, le polyndme Qest a coefficients rationnels

-1 (t

o (t+kP™ .

5) Pour p et k deux entiers naturels non nuls, on pasgk) =

a) Trouver une relation de récurrence entyeetl |,
b) Calculer L(k).

c) A l'aide de la questior)4 donner un encadrement dék). En déduire un
encadrement de, &y

d) Donner les dix premieres décimalesyde



