MPSI 2014/2015 Pour le jeudi 28/05/15

DEVOIR EN TEMPS LIBRE N° 19

PROBLEME : EXPONENTIELLE DE MATRICES — MINES 2001

Les parties B et C sont liées, mais la partie A est indépendante du reste du
probleme

On rappelle que, si p est un entier naturel non nul, la notation My(R) represente
I'algebre des matrices carrées d'ordre p a coefficients reels.

PARTIE A
Soit p un entier naturel non nul. Une matrice A de My(R) est dite nilpotente
d'indice trois si elle vérifie A>#0 et A*=0
Dans toute cette partie, on note A une matrice de My(R), nilpotente d'indice
trois. On note | la matrice unité d'ordre p.

2
Pour tout reel t, on note E(t) la matrice: Et)=1+tA+ %Az
A.1. Vérifier larelation: V (t,5) eR? E(S)E(t) = E(s+t)
A.2. En déduire que : (E(t))" = E(nt) pour teR et neN
A.3. Montrer que la matrice E(t) est inversible et déterminer son inverse.
A.4. Montrer que la famille (1,A,A%) est libre dans I'espace M, (RR)

A.5. En deduire que l'application E:t— E(t), de R vers My(R), est injective.

011
A.5. Dans cette question, p=3 et A = (0 0 1}. Expliciter E(t) sous la forme d'un
000

tableau matriciel pour teR.

PARTIE B

Dans cette partie, on note By = (g1,¢,) la base canonique de R,

Soit la matrice A= (‘11 :613) de M,(R). On note f I'endomorphisme de R? qui

lui est canoniquement associe.

B.1. Montrer que F =ker(f—2 Idgz) et G = ker( f— Idgr2) sont deux sous-espaces
supplémentaires dans R%. Déterminer deux vecteurs non nuls e; dans F et e, dans G.
Montrer que B = ( ey, &,) est une base de R?

B.2. Déterminer la matrice de I'endomorphisme f dans la base B.

B.3. En déduire qu'il existe une matrice P inversible et une matrice D diagonale
telles que A=P D P, Expliciter P, Det P,
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B.4. Expliciter D" pour tout neN et en déduire A" sous forme d'un tableau matriciel.

PARTIE C
On reprend les notations de la partie B .

C.1. En utilisant I'inégalité de Taylor—Lagrange, montrer que, pour tout reel t, on a

n
k

t t

e = |lim —

N—+oc k!
k=0

k

| —

n
C.2. Pour teR, pour neN, on note E,(t) la matrice definie par E,(t) = Z

k=0

A

=~

an(t) bn(t)]
Cn(t) dn(t)
Expliciter (sous forme de sommes) ses coefficients an(t), bn(t), c,(t) et dq(t).

C.3. Pour teR, on note E(t) la matrice E(t) = [28 38) avec a(t) = nIirp an(t) ,

On écrira cette matrice sous la forme E,(t) = (

b(t) = lim b,(t), c(t)= limc,(t), d(t) = lim d.(t) . Expliciter la matrice E(t)
n—+oc N—+oc N—+oc

Réponse partielle : on obtient a(t) = 3 e*'— 2 €'

C.4. Montrer gu'il existe deux matrices Q et R (carrées d'ordre deux), et les
expliciter,
tellesque: VteR, E()=e*Q+e'R

C.5. Calculer les matrices Q% R? QR, RQ. Que peut-on dire des endomorphismes
q et r de R* canoniquement associés aux matrices Q et R (on pourra préciser la
réponse en utilisant les droites F et G de la question B.1.)

C.6. En déduire que : V(s,t)eR?, E(s) E(t) = E(s+t).
Que peut-on dire de (E(t))" pour neN ? Que peut-on dire de (E(t))™* ?
L'application E : t — E(t), de R vers M,(R) est-elle injective ?
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PROBLEME : Exponentielle de matrice. Corrigeé

Partie | )
A nilpotente dordre 3, E() =1 +t A + %AZ

2 2
1. Soit (t,s)eR% Ona: EM)EGE) =(1+tA+LAY) (1+sA+S A?
2 2

2 2 2 2 2 .2
Dol : E(t) E(s) = I +sA+%A2+tA+tsA2+t%A3+%A2+st§A3+t§%A4

Or A= A* =0, dol EME(S) = 1+ (t+9)A + S A2 ie. [E(s) E() = E(s+t)

2. Soit P, la propriété de récurrence : " Vt eR, (E(t))" = E(nt) "
o Pgest vraie car VteR, (E(1))° = | = E(0t)
o SiP,estvraie. SoitteR. Ona: (E(t)™™ = E(t) (E(t))". Or, puisque P, est
vraie, on a (E(t))" = E(nt). Ainsi (E(t))™" = E(t) E(nt) = E(t+nt) d'aprés le 1.
Ainsi P, est vraie.
Aussi, par le théoreme de récurrence, VneN, P, est vraie i.e.

VneN, VteR, E(nt) = (E(t))"

3.0na: VteR, E(t)E(-t) = E(0) = I . Ainsi |E(t) inversible d'inverse E(t)

4. Soit (a, B, y) R’ |a I+ B A +y A’ =0, (a).
En multipliant la relation (a) par A% on a, étant donné que A* = A* = 0,, a A’ =0,
Or A n'est pas la matrice nulle, donc o = Og
En multipliant alors la relation (a) par A, on obtient BA? = Opi.e.|p = 0Or
Puis en reprenant la relation (a) , on trouve [y = Og.
| Ainsi la famille (1, A, A?) est libre dans  My(R)

5.S0itE:R > M,R), t >E{t)=1+tA+ gAZ . Soit (t,5)eR? E(t) = E(S)
Ona:E®t)—E(®) =0, ie. (t-5)A+ (g_s;) A2=0,.
Or (A, A% libre donc t =s.

Ainsi [E est une application injective.
011 001 000 tt+l
6.SiA=/001|alorsA’={000| A®={000 =0 alors| E(t) = 01 t
000 000 000 00 1
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Partie 11
By = (21, &) base canonique de R”, f eL(R®) de matrice A = (Ai :i)

1. (;) e F = ker(f— 2 Id) <:>A®) =2 (§)©{4§:Sy::2§x N (;) =y (3

Ainsi F = vect (@D On pose e; = @) =3¢ +¢ etona(e,) basede F

A X X X 4xX — By =X X 2

De méme : (y)eG =ker(f-1d) A(y) = (y) <:>{ X_yy: y © (y) =y (1)

D'ou G = vect (@D On pose e, = @) =2¢ +¢g, etona(e,) basedeG

F et G sont deux hyperplans de R? distincts donc F+G est un sous-espace

vectoriel de R? de dimension strictement supérieure & dim(F) = 1 donc

dim(F+G) = 2

D'autre part, dim(F () G) = 0/ d'apres la formule de Grassmann

Aussi [F et G sous deux sous-espaces supplémentaires de R,

Comme (&) et (e,) bases de F et G et F®G = R? ona B = (e, e,) base de R}

2. e;eker(f—2 1d) donc f(e;) =2 e, . De méme f(e,) =e,. D'oli: matg (f) = (S (1))

3. On pose P la matrice de passage de Byvers B et D = matg (f) .

D'aprés la formule de changement de bases, onaD=P AP i.e.

Ici on vérifie bien que |D est diagonale et P inversible].

Remarque, on aici D = (é 2) P = G i) et P'= (_11 _32)

4. Comme D est diagonale, ona: VneN, D" = (20 (1))

De plus, par récurrence immédiate on montre : YneN, A"=P D" P™.
- [vneN Ar,_(3.2”—2 6—6.2”)
Ainsi, | VNEN, AT={ o0 1 3_por

Partie 111
1. Soitt eR. Pour neN’, on sait d'aprés I'inégalité de Taylor—Lagrange appliquée a
la fonction ¢ = exp a l'ordre n en O sur l'intervalle I = [-|t], |t| ], que, étant donné

n

t k n+l
que VkeN, oM(0) = 1 et suple™Ppq =" : |e - Z 88 L L

xel kh = (n+1)!
k=0
n
k
n t_ I- t
Or, [t|" = o(n!) lorsque n tend vers +oo , donc| € = 1M o
n—+oc .
k=0
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n n n
“ a,(t) by(0) “ “
2802 2 kiA=Ll ey vee a0 =3 Z -2 Z 3
k=0 = -
bn(t):GZ%—azﬁzki colt) = Z@ Zk,etdn(t) 3Zk, _zZKZL!)
k=0 k=0

n
k n

3. D'aprés la question 1., on sait que &' = lim k -et que = lim (Zkt,)
N—>+o0 N—>+o

k=0 k=0

Ainsi, lim (a,(t) =at)=3e?*'—2¢e
N—+oo
e'—6e’!|, c()=e’" —e'let d(t)=3e"'—2e?]

t t
3 _2e 6e —6e

2t t 2t
e —€ 3e —2e

4. Onaalors : Vt eR, E(t) = e*' @:g) + et(j 5) = e’ Q+e'R avec

3-6 -2 6
Q= (1 2) et R_( 1 3)
5. Ona: Q°=Q, R°=R,QR =0, et RQ =0,.
Ainsi, en notant q et r les endomorphlsmes de R? canoniquement associés a Q et R,
ona ¢ et rdeux projecteurs (car g> = q et r’=r) associés (car gor =roq =0 etq+r = Id).
De plus, en cherchant les noyaux de g et de r, on trouve Ker(q) =G et Ker(r) = F.
Ainsi | q (resp. r) est le projecteur d'axe F (resp. G) et de direction G (resp. F)

De méme,

D'ou la matrice E(t) =

6. EG)E() = (e*°Q+e’R) (e?'Q+e'R)=e?™ Q+e ™ R carR?=R, Q*=Q
etQR=RQ =0 D'ou: [V(ts) eR? E(s)E(t) = E(s+t)| (*)

Par récurrence (la méme que dans la partie 1), on montre: VneN, VteR, E(nt) = (E(t))"

En utilisant la formule (*), on montre que | E(t) inversible d'inverse E(t)

Soit (t,5) eR* | E(t) =E(s).Ona:
e’ Q+e’R=e?'Q+e'Re (e*-e”)Q + (e°—e)R =0,
Or la famille (Q,R) est libre car Q et R sont deux matrices non colinéaires, donc
ona e’=e” ete'=€’ ie.f=4g
Ainsi l'application [E est injective]




