PROBLEME : Constante d'Euler et accélération de convergence

n
Pourn eN’,onnote : s, = Z%= 1 +%+ +%, Up =Sy —In(n) etv,=s,_1 —In(n).
p=1
La constante d'Euler est le nombre réel : y= lim u,

n— +oo
1) a) Montrer I'existence de v.
b) Donner un encadrement de y d'amplitude */y,.

+ o

. p- . . _ k+1 1
c) Justifier la relation : u, —y _Z[In( K )_k+1j

k=n

2) Soit ke N, et f la fonction définie sur [k, k+1] par : f(t) = % . On note g la fonction
affine sur [k, k+1] et h la fonction affine sur [k, k + %[ et [k + ¥, k+1] telles que :

f(k) = g(k) = h(k) , f(k+1)=g(k+1) =h(k+1l) , f'(k)=h'(K) et f'(k+1)=h'(k+1)

a) Représenter les courbes de f, g et h sur un méme dessin, en justifiant leurs positions
relatives.

b) Par des considerations d'intégrales, prouver que :

1 1 1 1 (k+1) 1 1
. + _ < < Lo+
2k T T osgey sk S k) S okt raa

c) Quelles inégalités peut-on en déduire pour u, —y ?

k+1) 1

3) a) Donner le développement limité de In( K )~ &+ suivant les puissances de

% lorsque k tend vers + co a l'ordre 5.

b) Trouver des réels a, b et ¢ tels que :

L R e A CRN Y R (I e Mol i )

¢) Démontreralorsque: u,—y — - & ~ &

n n n— +ow F‘
4) Soit ® I'endomorphisme de R[X] défini par : ® (P) = P(X + 1) — P(X)
a) Chercher Im(®) et ker(®d)



5)

b) En déduire que, pour tout pe N, il existe un unique polynéme Q, tel que Q,(0) =0

et Qp(X + 1) — Qp(X) = XP.
c) Demontrer que pour toutp = 1, Q,'(X) — Q,'(0) = p Qp_1(X)
d) Calculer Qo, Q1, Qz, Q3, Q4 Qs .

e) Déterminer les minimum et maximum de Qs sur [0, 1]

f) Montrer que, pour tout pe N, le polyndme Q,, est a coefficients rationnels

: 1
Pour p et k deux entiers naturels non nuls, on pose : 1,(k) = L }zt_?pk_)%? dt
a) Trouver une relation de récurrence entre 1, et Iy
b) Calculer I(k).

c) A l'aide de la question 4°), donner un encadrement de Is(k). En déduire un
encadrement de u, —y

d) Donner les dix premieres décimales de y



CORRIGE

Pourn eN”, onnote : s, = Z ; =1+ ; +...+1 u,=s,—In(n) etv,=s, 1 — In(n). La constante d'Euler est le nombre réel : y= lim u,
n n— +0
p=1
1)  a) Montrer I'existence de y.

On montre aisément que Vxe ] — 1, + oo[ , In(1 +X) < X (lacourbe de la fonction x — In(1+x) est sous la tangente en 0). AiNSi :

®  Upy— un—1++ln(n)—ln(n+1)—++ In(1— 1 ) < 0 pour tout neIN”

o vn+1—vn=—+ In(n)—ln(n+1)=l— In(1+1) = 0 pour toutn=2

e V,—U,== quitend vers 0 lorsque n tend vers + o

On a donc établi que les deux suites sont monotones de monotonies différentes et que leur différence convergeait
vers 0, ainsi les deux suites (Un)n>2 €t ( Vh)a=2 SOnt adjacentes . En particulier, la suite (u,).»2 converge

b)  Donner un encadrement de y d'amplitude 1/10.
Les deux suites étant adjacentes et (v,),>» Croissante, ona: Vn=2, v, < y < Uy,

Donc: [up—v| < |un—Vi| = % Ainsi on est assuré que uj, est une valeur approchée de y 2 10™ lorsque n > 10. Or :

vy = 0,531 par défaut et uy; = 0,622 par excés Ainsi: y=0,58a 5.10 prés.

+ oo
Justifier la relati In(—k+l) B
N -y = —
c) ustifier la relation : u, —y K 1
k=n

Soit (t,)n>1 lasuite définie par:t; =1 et,sin>=2, tn=%—(ln(n)—ln(n—1))= — In( . ) On montre
n
aisementque : vn>=1,u, = Ztk.Ainsi,yest la somme de la série Ztn ie. y= Ztk . En particulier,
k=1 n
k+1 1
Y — U, est le reste partiel d'ordre n de la série, donc : u, —y = Zt Ztkﬂ Z In{ — ]
k=n+1 k=n

2) SoitkeN" et f lafonction définie sur [k, k+1] par : f(t) = % On note g la fonction affine sur [k, k+1] et h Wa fonction affine sur [k, k + %[ et [k + %2, k+1]

telles que : f(k) =g(k) =h(k) , f(k+1)=g(k+1)=h(k+1) , f'(k)=h'(k) et f'(k+1)=h'(k+1) h ‘\
a) Représenter les courbes de f, g et h sur un méme dessin, en justifiant leurs positions relatives.

le graphe de f est au dessus de ses tangentes et en dessous de ses cordes
Ainsi : Vxe[k, k+1], h(x) < f(x) < g(x)

f" >0 sur [k, k+1], donc f est convexe : 1
|
|
|

b)  Par des considérations d'intégrales, prouver que :

1o 14 _1 ,Lgm(k*l) < kLo

2k 2 (k+1) 8(k+1)? 8K 2(k+1)

On integre I'encadrement précédent sur [k, k+1]. Par des considérations d'aire (en particulier d'aire de trapézes), on

Ly . k+1 1 1
en déduit l'encadrement : - + — 1 _ + 1 -1 < In( ) S 5kt TaaD
2k 2(k+1) 8 (k+1? 8K K T2k 2 (k1)

c)  Quelles inégalités peut-on en déduire pour u, —y ?

, s * k+1
On en déduit également : vkeN", L - 1 4+ _1 sikf < In( e )_ 1 < L __1

2k 2 (k+1) 8 (k+1)? k+1 2k 2 (k+1)
. K+ 1
En sommant entre n et N, on obtient : L —_1 _ E (In —)- ) <t - _1
2n 8n2 2 (N+1) 8 (N + 1) s k +1) T 2n  2(N+)
Aussi en prenant la limite lorsque N tend + oo, on en déduit : z—ﬂ]—ﬁ < Uy —y < ﬁ

On en déduit I'encadrement : u, — -+ <y <u, — L +-1
" 2n v " 2n 8n?

En prenant n = 10, on obtient, 0576 < y < 0.578



, o k+1 . . .
3) a) Donner le développement limité de In( —_ ) - suivant les puissances de % lorsque k tend vers + o0 a l'ordre 5.

l
+1)
On pose, X =% x tend vers 0. Par ailleurs, In( ) - =In(1+x) —

L
+1 1+x
X—

2 3 4
Mais: In(L+x)=x— X+ X X4 Lo et 2 =x—x2+x—x* +x° +0(X)
2 3 4 5 1+x
2 3 4 5
Ainsi T In(1+x) — X_ = X _2X 4 3X_ 4X 4 5(x®
sinl+x) - 5 =5 - F g o)

k+1
Et donc, In(—) _ 1 -1 _ 2 4.3 _ 4
K k+l 2K 3K 4K 5K

+

o
~~
ol
~—

) ] k+1 1 1 1 | - 1 1
b)  Trouver des réels a, b et c tels que : In( K )7m 7a(k _k+1)’b(k2 w+17 kmc (k“ k+ 1)

k+1
Ona: In( ) ~ _1 et 1 - 1 ~ 1
k+1 Ks+oo 2K i@

k—+o
. k+1 1
DonCS|a—l ona: In( ) ( —)
(k+1) koo \K K+l

_ k+1 11 _~ (1 _ 1 )
Donc si b = E ona: In( ) (k+1) —a\k k+1) Kot o b {j2 (k+1)
1

.k+1_1_l_1_<1_ )-..1 1 1 ~
Ona.ln( k) oD a (i k+1) b i K+ 1) ) 0 et @ T

+
o= L k+1 1.1 1 __1 ) ~ (l -
Doncsic= —=,ona: In( K k+1)_ b (kz K+1)Y) o K (k+1)*

c)  Démontrer alorsque : uy—y — &—
n

Slo +

n

Soit € > 0. D'apres la question precedente, on sait qu'il existe un entier N tel que : Vk=N,

11 < Inf 1 11 b1_1 <o+ 11
(c—¢) (F (k+1)‘) S n( k ) - —(k+1)_a(k k+1)_ & k1) SC€Fe) (V‘ (k+1)z)
Pour n = N, en sommant les inégalités précédentes entre n et + oo, on obtient :

_ a_b
Cnf < Uy —y—%—ﬁsz C:ﬁ et donc: c—-¢ < n* (Un _Y_E_Hz) < Cc+g

T a_ b , L - _
On en déduit donc que  n* (Un —Y-o- Hz) converge vers ¢, cest-a-dire : u,—y — 2— % <
n

1,1 o~ 1
2n  12n° 1,40 120 n*
4)  Soit ® I'endomorphisme de R[X] défini par : @ (P) = P(X + 1) — P(X)
a) Chercher Im(®) et ker(®)
On constate que pour tout neN", ®(X") est un polyndme de degré n—1. Ainsi la famille (®(X") )>1 est une
famille de polynémes de degré échelonné (et pour laquelle tous les degrés sont atteints).
Ainsi la famille (®(X") ),>1 est une base de R[X]. En particulier, Im(®) = R[X]
e Soit Peker(d). Si Q = P - P(0), on montre que tous les entiers sont des zéros de Q. Comme Q est un
polyndme, on en déduit que Q est le polynéme nul et donc P est un polynéme constant.
e Réciproquement les polynémes constants sont clairement dans ker(®).
D'ou : ker(®) = Ry[X]
b)  En déduire que, pour tout peN, il existe un unique polyndme Q, tel que Q,(0) =0 et Qp(X + 1) — Qu(X) = X".
Soit peN. Existence. Comme @ est surjective, il existe un polynéme P tel que ®(P) = X".
On pose Q, =P —P(0). onaalors Q,(0) =0 et ®(Q,) =®(P) —P(0) d(I) = X".
Unicité. Soit R un autre polyndme vérifiant R(0) =0 et ®(R) = X" . On a, par récurrence immédiate, V neN,
R(n) = Qp(n) car R(0) =0=Q,(0) et Qp(k+1)— Qy(k) = k” = R(k+1) — R(k). Ainsi Q, et R sont deux polyndmes
qui coincident une infinité de fois donc ils sont égaux.
D'ou il existe un unique polyndme Q, tel que Q,(0) =0 et Qu(X + 1) — Qp(X) = XP
c)  Démontrer que pour toutp = 1, Q,'(X) — Qu'(0) = p Qp-1(X)
Soit peN*. Ona: Q,(X+1) — Q,(X) = X" . Donc en dérivant, on obtient : Q,'(X+1) — Q,'(X) = p X"*
Ainsi : ©(Q,') =p P(Qp.1) Donc, comme ker(®) = Ry[X], il existe une constante A telle que : Q,'=p Qp1 + A
En prenant la valeur en 0, on en déduit A = Q,'(0) soit Qy'(X) — Qp'(0) = p Qp-1(X)

soit up—y —




d) Calculer QQ, Ql, Qz, Q3, Q4, Qs .
Connaissant les images des vecteurs de la base canonique, on en deduit aisément : Q, = X

Puis en intégrant la relation Q,' — Q,'(0) = p Qp1,0na: VxeR, Qu(X)= p fx Q (®dt + Qy(0)x+ Qy0)
o p-1
Or Q,(0) =0 et Qp(1) = Qp(0) + 0° = 0si peN". Ainsi: Q,'(0) = —p fl Q (tdt etdonc:
o p-1

VxeR, Qu(x) = pJXQ () dt —prlQ () dt
0 p-1 0 p-1
Ainsi: Q= 1(X*-X) = %X(X—l) , Q= 1eX-3xXP+X) = %X(X—l) (2X - 1),
Qs = 1(x*-2X°+X)) :%XZ(X—l)z, Qi= 2(6X°-15X'+10X° - X) = %X(X—l) (2X-1) (3X*-3X-1)
Q5:11_2(2X6—6X5+5X4—X2):l—lzxz(X—l)z(ZX2—2X—1)

e)  Déterminer les minimum et maximum de Qs sur [0, 1]
0 étant une solution double de Qs, on a Qs'(0) = 0 et donc :
VXxeR, Qs'(X) =5 Qa(X) + Qs'(0) =5 Qu(x) = g (x—1) (2x—1) 3x* -3 x-1)
Le trindme du second degré T = 3X* — 3X — 1 posséde 2 racines réelles mais comme les valeurs de T en 0 et 1 sont
du signe opposé au coefficient dominant, 0 et 1 sont entre les racines de T, donc T(x) < 0 pour x dans [0, 1].
(Remarque : les racines de T sont de valeurs approchées 1.26 et —0.26 ). Comme, d'autre part, X (x —1) <0 sur ]0,1] et

s'annule en 0 et en 1, on en déduit que Qs'(X) est du signe de 2x — 1 et s'annule en 0 et 1. On en déduit que Qs
décroit sur [0, ¥2] et croit sur [ %2 , 1] : Qs est atteint son minimum en % et atteint son maximumen 0 ou en 1.

Aussi le minimum de Qs est Qs( %) = _Hls et son maximum est Qs (0) = Qs(1) =0

f)  Montrer que, pour tout pe N, le polyndme Q, est a coefficients rationnels

Puisque Qo = X est a coefficients rationnels et que : VpeN*, VxeR, Qu(x) = p JX Q (dt-px fl Q (tdt
o p-1 o p-1

On montre donc aisément par récurrence que, VpeN Q, est a coefficients rationnels

5)  Pour p et k deux entiers naturels non nuls, on pose : I,(k) = ! %@ dt
0

a)  Trouver une relation de récurrence entre I, et Iy

On transforme d'abord p Qp1 en Qp'— Q,'(0). Onadonc : I(k) = fl _ QM) dt —Q,'(0) fl W dt

(t+kP*?
i - e [(1_Q'(®) - @) (9 1(p+1) Qo (®) 4i =
Le premier terme s'intégre par parties : (t+k)"”dt T+K . OrkP +f0 T dt = 1p:1(K)
_1(1 _ ;)

Le second s'intégre aisément : f i k)p”dt = E(kp K+ 17
] N - O l - 1
D'ou: Ip(k) - |D+l(k) - Q'%J(kp (k+l)p>

b)  Calculer Iy(K).

1 t k+1 1

(k) = dt = = In(—) -
1K) fo (t + k) fo + K0 (t+k) k k+1

c) Alaidedela question 4°), donner un encadrement de Ig(k). En déduire un encadrement de u, —y

(1 _1 (1 1 Y« <

Puisque Vte[0,1], - —=— < Qs(t) < 0,o0na: fmdt ls(k) < 0 i.e. A (k+1)s)\ le(k) <O
La relation de récurrence montrée en 5)a) et I'expression de I;(k) permet de trouver :

_nf kL 11l __1 1(1 1) 1 f1__1
|6(k)—|”( K )—(k+1)_§(k +1) "%\ k+102) 120 (k“ (k+1)4)

-1 <y w1, 1 1 <fia l_ 1 1 _ 1 <y —we 1 __1 1

Done - g7 S Un =Y 2n+12nz 120n4\0 Y T e T o s S Y S Tt 0w
Donc: Wy= U, — =+ -1 <ysSu - Lo Lo o4 1 ooy

2n 12n? 120n 2n 12n> 120n* 128n°
d) Donner les dix premiéres décimales de y
L'encadrement précédent est & 10™ prés dés que n vérifie : 128 n° > 10" c'est-a-dire n > 31

Or :wsy; = 0.577 215664 897 et t3 = 0.577 215 664 906 par exces donc y= 0.577 215664 9 a6.10° 12 pres



