Lycée Marceau MPSI 2014/2015 Le lundi 01 juin 2015

DEVOIR SURVEILLE N° 11 (4 HEURES)

Ce devoir est constitué de plusieurs exercices. L’ordre des exercices ne correspond a aucun critére de difficulté ou
de longueur : vous pouvez les traiter dans 'ordre que vous voulez. Veillez & soigner la copie tant pour ’écriture,
la propreté que pour la rédaction, la rigueur et I’argumentation.

On rappelle que la série Zun peut aussi étre appelée la série de terme général u,, .

La calculatrice est interdite. Vous numéroterez vos copies et ferez apparaitre clairement sur la premiére page le

nombre de copies.

EXERCICE I : Convergence d’une série

2n + 2
2n + 5

On considére la suite (uy), .y définie par  ug =1 et, pour tout n €N,  wu,y; = Up-

1. (a) Montrer que la suite (uy,), .y converge. On note ¢ sa limite.
(b) Montrer que la série de terme général (In (u,) — In (u,11)) est une série divergente.
(¢) En déduire la valeur de ¢

(n + 1)a Un+1
ne u,

1 3 1 /21 « 1
(a) Montrer que : In(v,) = - (a — 5) + = (g — 5) +o (ﬁ)

(b) Déterminer alors a pour que la série de terme général In (v,,) converge.

On note S la somme de cette série.

GS (751

n3/2

2. Soit o € R. Pour n € N*, on pose : v, =

3. (a) Montrer que u,, ~

(b) En déduire que la série Z u,, converge

(c) Montrer, a 'aide de changements d’indice dans les sommes de gauche, que pour tout n € N,

n+1 n+1 n n
k=1 k=1 k=0 k=0
+oo
(d) Obtenir alors la somme Z U,
n=0

EXERCICE II : Calculs de déterminants

1. On note A = (ai;),g; o, ©O0 @;; =max(i,j). Calculer det(A)
> 2.0 3520
2. (a) Calculer |3 5 2|. Calculer
03 5 0 3 5 2
00 3 5
5 2 0 0
3 5 2 0
(b) Onpose D, = |9 “-. *-. - déterminant de la matrice (n,n) ayant des 5 sur la diagonale,
: 3 5 2
o -~ 0 3 5

3 juste en dessous et 2 juste au dessus.
i. A l'aide de développements selon des rangées, exprimer D, .- en fonction de D, et D,.
ii. En déduire D,, en fonction de n, de D3 et Dy, puis en fonction de n seulement.
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EXERCICE III : Réduction d’une matrice

On note f 'endomorphisme de R?® dont la matrice dans la base canonique % = (e, ey, €3) est :

-2 5 2
A= | -1 4 2
2 -10 -5

1. (a) Déterminer et factoriser le polynome caractéristique y 4 de A défini par : xa(x) = det (I3 — A).
(b) Montrer que A posséde une et une seule valeur propre dans C, que 'on notera a.
(c¢) La matrice A est-elle inversible ?
(d) Déterminer une base du sous-espace propre associé a la valeur propre a.

2. Onpose:u;=e , uy=(f—aldgs)(e;) , wug=2e+e3 et E = (up, us, uz).

(a) Montrer que € est une base de R* et vérifier que usy et us sont des vecteurs propres de f.
(b) Ecrire la matrice T' de f dans la base %.

) On note P la matrice de passage de la base 2 a la base €. Déterminer P~'.

)

(c

(d) Pour tout n € N, calculer 7™ puis en déduire explicitement A"

PROBLEME I : Nombre de mots sans doublon dans un alphabet

On utilise un alphabet comportant m caractéres avec m > 2.
On note M,, le nombre de mots que 'on peut écrire avec cet alphabet et comportant au plus une fois
chaque caractére de Palphabet ( un mot comporte toujours au moins un caractére ).

1. Que vaut M;y?

a_N~d [Ta—-t)"
2. Montrer que : Va € R,Vn € N, e :ZF+ Te dt.

L1 L. a”
En déduire la convergence et la somme de la série E —~
n

n>=0
m—1 1
: — m! 2
3. (a) Montrer que : M,, = m! Z X
k=0
(b) Ecrire une fonction Python qui calcule M, pour un entier m choisi par l'utilisateur.

p
1
4. On fixe m. Pour tout p € N, on pose : u, = Z T
k=m

(a) Montrer que u, posséde une limite L lorsque p tend vers +oo.
(b) Montrer que : M,, = m! (e — L).

" 1 11 1
(c) Vérifier que : Vp = m, p < 0 < — Z L
k=m k=0

L 1 1 1
(d) En déduire : — <L<— |1+~
m! m! m

1

(e) En déduire enfin : 1 < mle—M,, < 1+ —

m

5. Montrer que : M, = Lm! eJ -1
6. On suppose que le caractére A fait partie de 'alphabet utilisé (alphabet qui possede toujours m caracteres...).
(a) Parmi les mots dénombrés ci-dessus, combien commencent par A?

(b) Parmi les mots dénombrés ci-dessus, combien contiennent le caractére A7
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CORRECTION

EXERCICE I : Convergence d’une série

2n + 2
2n+5

Up.

(Un),ey définie par  ug =1 et VneN, Uy =

1. (a) La suite (up),y est décroissante et minorée par 0 donc | (u,),. converge| On note £ sa

limite.

(b) Soit n € N. On a In (u,,) —In (u,41) = In <1 + 23) —In (1 + l) i—2—1—0 (i> ~ 3
n

n 2n  8n? n2 2n

Ainsi par comparaison a une série de Riemann divergente,
la série de terme général (In (u,) —In (u,11)) diverge|

(c) Lasuite (In (up) — In (un)),,cy diverge vers 400 donc

(Un), ey converge vers (=0

(n 4+ 1)* Uups1
ne uy,

1 ) 1
In(v,) =aln{l+—)—In(1+— In(1+—]).
(a) In(vy,) an( +n> n(+2n>—|—n( +n>
3\ 1 21 «a) 1 1
Donc | In(vy) = (a—2) =+ (= -2} = =
onc | In (vn) <Oé 2) n+<8 2> n2+o<n2>

(b) En prenant| o =

2. Soit a € R. Pour n € N*, on pose : v, =

[\GR OV

15
,on aln (v,) ~ o) doonc la série de terme général In (v,,) converge. On
n

note S la somme de cette série.

3. (a) Pour n € N¥ Zln (vo) =In((n+ 1)3/2un+1) — In (uy). Ainsi, par continuité de la fonction
k=1

e uy

n3/2

exponentielle, n®?u,, tend vers ® u; lorsque n tend vers +oo Le. | u, ~

(b) Par comparaison a une série de Riemann convergente, | la série g u, converge|.

n+1 n+1

(k+1)(2k + 2
(c) Soitn € N. E—ZZkuk+32uk:2Z (k+1 uk+1+32uk+1—22 ST )uk—i—
2k +2 4k2+14k+10 o
= = 2k +2
Z2k+5“’“ Z %+5 (2k +2)uy
=0 k=0 k=0
n—+1 n—+1 n n
Ansi| 2) kup + 3> w = 2 kw + 2 w
k=1 k=1 k=0 k=0

(d) On pose S, Zuk et T, = Zkuk On a: 2(T,+ (n+ Dupt1) + 3(Sn + tnt1 —ug) =

+oo
2T, + 2S,,. Ainsi S,, = 3ug — 3up+1 — 2(n + 1)u,4 1. Donc ZU” =3
n=0
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EXERCICE II : Calculs de déterminants

Lz 3 o2 3 n
2 2 3 e 1 0 O 0

1. det(A)=|3 3 3 ... /=1 1 0 0| en enlevant chaque ligne a la suivante. Puis
n o noon on 11 --- 1 0

en développant selon la derniére colonne et en constatant que le cofacteur du seul coefficient non

nul provient d’une matrice triangulaire, on en déduit : | det(A) = (—1)"n

2. (a)| |3 5 2/ =65 et © =911

03 5 03 5 2
00 3 5

5 2 0 -0
3 5 2 0

(b) On pose D, = |¢
: -3 5 2
o --- 0 3 5

i. En développant selon la premiére ligne on trouve : ‘ D,o=5D,.1—6D,]|.

ii. A l'aide de l’expression générale des termes d’une suite récurrente linéaire double, on
trouve : | 3(a,b) € R?|Vn € N*, u,, = a.3" + b.2"|. Compte tenu que D3 = 65 = 27a + 8b

et Dy = 8la + 16b = 211, on trouve a = 3 et b = —2. Ainsi ‘ Vn € N u,, =3.3" —2.2"|.

EXERCICE III : Réduction d’une matrice

-2 5 2
On note f I’endomorphisme canoniquement associé a A = (1 4 2 )
2 —-10 -5

r+2 =5 -2 1 r—4 =2 1 rx—4 -2
1. (a) xa(z)=det(zldgs —A)=] 1 z—-4 -2|=|-2 10 z+5 =0 242z z+1
—2 10 z+45| |z+2 -5 -2 0 B3—xz)(14+xz) 2z+2
r+2 =5 —2
xalz)=det (zldps —A)=| 1 -4 =2 |=(z+1)°|
—2 10 x+5
(b) x4 posséde une unique racine : —1. Donc‘ A posséde une et une seule valeur propre a = —1}|

(¢) 0 n’est pas une valeur propre de A donc | la matrice A est inversible |

T
(d) On note E le sous-espace propre de A associé a la valeur propre —1. Soit X = (y) € R3.
z
—r+5y+2z =0 5 2
XeFE<—=AX =X << -a2+5y+2z =0 <=r=5w+2z2<=X=y|1]|+2|0
2z — 10y —4z =0 0 1
5 2
Ainsi, la famille 11,10 engendre . Comme il s’agit de vecteurs non colinéaires, on
0 1
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5 2
en déduit que 1 0 est une base de F|.
0 1
2. Onpose:u; =e , wuy=(f—aldgs)(e;) , us=2e +e;3
1 -1 2
On a donc € = (uy, ug, uz) = O),1{—-11],10
0 2 1
1 -1 2
(a) On note P la matrice de ¢ dans la base . Ona P = [0 —1 0]. det(P)= —1% 0 donc
0 2 1

P est inversible et donc| ¢ est une base de R’ ‘
f (uz) = —uy donc us est un vecteur propre de f. De méme pour ug.
Ainsi‘ uy et us sont des vecteurs propres de f‘.

(b) | T=mate(f) =1 1 -1 0

1 -1 2
(¢) On adéjavaque Ona P= [0 —1 0| était inversible. Par la méthode du pivot total, on
0 2 1
1 =5 =2
trouve : | P~'= [0 —1 0
0 2 1
1 00
(d) On montre par récurrence immeédiate que | Vn € N.7" = (—1)"maty(f) = [ —n 1 0
0 0 1

Or d’aprés la formule de changement de bases, on a A = PT P~ donc
n+1 —1 2
A"=PT"P'=(-1)"| n 1-5n -2n
—2n 10n  4n+1
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Nombre de mots sans doublon dans un alphabet

PROBLEME I

CORRECTION : Nombre de mots dans un alphabet sans répétition de lettres

On utilise un alphabet comportant m caracterez @h
On note M, le nombre de mots que I'on peut écrire avec péiahlet et comportant au plus une fois chaque téaeage l'alphabet (un mot comporte
toujours au moins un caractére).

1) Calculer My
Ily a As® = 120 mots de 5 lettres gA= 120 mots de 4 lettres sA= 60 mots de 3 lettres ;A= 20 mots de 2 lettres et enfin
As* = 5 mots d'une seule lettre.
Doncily a : 325 motsAs= 325

n n
2) Montrer que DalR OnON, &= MW_ + Hwﬁ € dt. En déduire la limite lorsque n tend vers de Mm
1y 1

k=0 k=0
Soit &JR. La fonction exp est de class& GurR et elle est égale a toute ses dérivées succes8imssen utilisant la

n K ., . .
formule de Taylor avec reste intégral a l'ordrentree0 et a, on aexp(a) = W +% { e dt
M U ! 0 !

k=0

a

(a—tJ 7 alal Ja S
-~ é| dt] < h:_m dt LW:_F@,

0

n
k
Ona | exp(a) - m = %mhmﬂl_cumﬁ% <
M. ,
k=0

+
Or, aafixé, |4]*=o(n!) Ainsi _W:_F €% tend vers 0 lorsque n tend ver® +
n

D'ou, d'aprés le théoréme des gendar mM_ converge vers exp(a)

nON
k=0
m-1
M= 1
a) Montrer que : M = m! Mﬂ
k=0
Soit E I'ensemble des mots utilisant des lettrelatfthabet considéré sans répétition de lettres.
Soit K I'ensemble des mots de E ayant k lettres. Créemnatrde k lettres distinctes parmi m revient actfer un
arrangement de k éléments (les lettres choisies)ipa (les lettres disponibles).

Aussi : card(R) = >N uﬁa%l__o_

m m
Oﬂﬁmrmym,iogmc:m_uw:_o:umeo:oomaAmV %_u B M H
_AHH

(m—K)! (m-kK)!
k=1
m-1
Ainsi, le nombre My, de mots possibles est égal a : vk card(E) = m! M 1

k=0

b) Ecrire un algorithme qui calcule Mpour m choisi par l'utilisateur
factom =1
for kin range(1,m+1) : factom *=k
fact, somme = 1, factom
for k in range(1,m):

fact = fact * k

somme = somme + factom//fact
print(somme)

P
3) On fixe m et pour p>m , on Szm_%ﬁaM w,

k=m
a) Montrer que pposséde une limite L lorsque p tend vers.+

n
Soit A<3 vzj_z avec y = M L ona OpON, p> M= Uy =V — Vina.
k=0
Or, on a vu dans la question 1) que la mos%v
b) Montrerque :M=m!(e-L)

converge vers elonc A:: v converge vers L = e~ vy, _;

noIN

noON

m-1
Ona: .= Wﬁo:o,\_aua_fpua_ﬁmlc.
k=0
p-m
5 1 1 1
c) Vérifier que Cp=m, o < M mm (e
k=m k=0

P
& MP est une somme de réels po

k=m

F Sik2m+1,0na

De plus pour k =m, on a:

P
Ainsi : MHMFX Mm 1
k! = mt! m+

k=m

°

k=m
d) Endéduire:L < L <L AH +Wv
m! m! m
P
m étant fixé, _A\“_._no:<m6m vers L lorsque p tend vers +
k=m
p-m+1
TR HuABwb 1yt
D'autre part, = carm+ &1 m.A b converge vers 0 lorsque p tend vers +
m+ 11 m+
k=0 m+1
Ainsi, en passant a la limite dans I'encadremeteraben c), on oE.mE.Wm L < i 1 - FT +Pv
m! moy_ 1 m m
m+1

e) Endéduire enfin : Emle - My< AH +Pv
m

Comme L= m|¥4 l'encadrement du d) donne directemehng:m! e—M,, < AH +%v
4) Montrer que : M=E(m!e) -1

En transformant un peu I'encadrement précédertt,:d, + 1< m! e< M, + 1 +% <(Mp+1)+1 carm>1

Ainsi : M, + 1 est un entier (car Mest un entier) et c'est I'entier le plus grandarent m! e donc il s'agit de sa partie
entiere :E(m!e)=\M+1 i.e.M,=E(m!e)—1

5) On suppose que le caractére A fait partie de #phatilisé (alphabet comportant toujours m carasté).

a) Parmiles mots dénombrés ci-dessus, combien commepaeA ?

Créer un mot commencant par le caractere A consisté considérer le mot "A" soit & justapposérién mot écrit
avec toutes les lettres de l'alphabet saufiAsi le nombre de mot commencant par A est : 1 + My

b)  Parmi les mots dénombrés ci dessus, combien comtiera caractere A ?

Créer un mot ne contenant pas A consiste a créeraiavec les m —1 lettres restantes dans l'alphdbeen a My,
Donc le nombre de mot contenant le caractere A esMm, — M1
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CORRECTION : Nombre de mots dans un alphabet sans répétition dettres

On utilise un alphabet comportant m caractérez @
On note M, le nombre de mots que I'on peut écrire avec pbiahlet et comportant au plus une fois chaque teaeade I'alphabet (un mot comporte
toujours au moins un caractére).

1) Calculer Ms

Ily a As° = 120 mots de 5 lettressA= 120 mots de 4 lettres s2= 60 mots de 3 lettres sA= 20 mots de 2 lettres et enfin
As! = 5 mots d'une seule lettre.
Donc il y a: 325 motsAs= 325

n n
K
2) Montrer que DJadR OnCN, € = Z% + fagaTitI ¢ dt. En déduire la limite lorsque n tend vers dez%
tJo !
k=0 k=0
Soit d1R. La fonction exp est de class€ GurR et elle est égale a toute ses dérivées succes8imssen utilisant la

k n
formule de Taylor avec reste intégral a I'ordrantie=0 et a, on aexp(a) = % +ja£aT—lt)_ € dt
: : ! 0 !

n
k
a
On a:| exp(a) — E il
k=0

+1
Or, a afixé, |4f*=o(n!) Ainsi J%]rl_ & tend vers 0 lorsque n tend vers +

k=0

fa@[ et
0 n!

a—t d
n!

_[a[™ a
n!

faﬁa__t)je‘dt
o n!

0

n
k

D'ou, d'aprés le théoréme des gendar e§, %
" JnON

converge vers exp(a)

k=0
m-1
a) Montrer que : M, = m!Z%
k=0
Soit E I'ensemble des mots utilisant des lettrelatfthabet considéré sans répétition de lettres.
Soit K I'ensemble des mots de E ayant k lettres. Créenatrde k lettres distinctes parmi m revient acttfer un
arrangement de k éléments (les lettres choisieg)ipa (les lettres disponibles).
: k m!
Aussi: card(f =A =————
® = A, (m—Kk)!
m
Or (&, E, ..., B, forme une partition de E, donc card(E)

k)' (m I Z ki

m-1
Ainsi, le nombre M, de mots possibles est égal a : M= card(E) = m! Z k—ll

k=1

k=0

b) Ecrire un algorithme qui calcule Mpour m choisi par I'utilisateur
factom=1
for k in range(1,m+1) : factom *=k
fact, somme = 1, factom
for k in range(1,m):

fact = fact * k

somme = somme + factom//fact
print(somme)

p
3) On fixe m et pour p>m , on considérﬁmz%

k=m
a) Montrer que pipossede une limite L lorsque p tend vers.+
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n
. _ 1 . —
Soit (vn )nDIN avec y, = ZE .OnaOp0N, p>m= U= V,— V1.

k=0
Or, on a vu dans la question 1) que la s@t@)
b) Montrerque:M=m!(e-L).

- Converge vers elonc (un )nE"N converge vers L = e~ Vy_1

m-1
ona: V.= Z%,doncMm:m!vm_lzm! (e—L).
k=0
1_.w1_1% 1
c) Vérifier que :Op=m, o < ZH SHZ(m_ﬂ)E
k=m k=0
p
& Z — est une somme de réels positifs dont un des teem@& donc Z ”
k=m
k-m k-m K-m
& Sik=m+1, ona 1 <ix 1 :ix( 1])
m+i m! m+1 m! m +
i=1 i=1
0
= 11y 1
De plus pour k m,onak.! S = (m+]>
p P k-m p-m k
Ainsi : 1l x E ( 11) =1 x ( 11>
kI ™ m! m + m! m+
k=m k=m k=0
d) Endéduire:isLsi(ul)
m! m! m

m étant fixé,z k—ll converge vers L lorsque p tend vers +

k=m
p-m+1

p-m 1 k 1_(_m]_;_]> 1 p-m+1

D'autre part, E ( J) = carm+ 11 et(—J) converge vers 0 lorsque p tend vers +
m + 11 m +

k=0 m+1

Ainsi, en passant a la limite dans I'encadremetgraben c), on obtient.ls L < 11 - i(l +l>
m! mbo,__1 m! m

e) Endéduire enfin: ¥m!le—-M,< (l +i)
m

Comme L = e—%, I'encadrement du d) donne directemehgE:m! e—M, £ (1 +%)
4) Montrer que : M= E(m!e) —
En transformant un peu I'encadrement précéderdt,:d, + 1< m! e< M, + 1 +% <(Mp+1)+1 carm>1

Ainsi : M, + 1 est un entier (car Mest un entier) et c'est I'entier le plus grandar@nt m! e donc il s'agit de sa partie
entiere: E(mle)=M+1 i.e.M,=E(mle)—1

5) On suppose que le caractére A fait partie de I'dlghatilisé (alphabet comportant toujours m caraste).
a) Parmiles mots dénombrés ci-dessus, combien commepaeA ?

Créer un mot commencant par le caractére A consisté considérer le mot "A" soit a justappos#ri@n mot écrit

avec toutes les lettres de l'alphabet saukiAsi le nombre de mot commencgant par Aest: 1 + M,
b)  Parmiles mots dénombrés ci dessus, combien comtitre caractere A ?

Créer un mot ne contenant pas A consiste a créemotiravec les m —1 lettres restantes dans l'alphabeen a M, 1
Donc le nombre de mot contenant le caractére A esM , — M1



