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Devoir surveillé no 11 (4 heures)

Ce devoir est constitué de plusieurs exercices. L'ordre des exercices ne correspond à aucun critère de di�culté ou

de longueur : vous pouvez les traiter dans l'ordre que vous voulez. Veillez à soigner la copie tant pour l'écriture,

la propreté que pour la rédaction, la rigueur et l'argumentation.

On rappelle que la série
∑

un peut aussi être appelée la série de terme général un .

La calculatrice est interdite. Vous numéroterez vos copies et ferez apparaître clairement sur la première page le

nombre de copies.

EXERCICE I : Convergence d'une série

On considère la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = 1 et, pour tout n ∈ N, un+1 =
2n+ 2

2n+ 5
un.

1. (a) Montrer que la suite (un)n∈N converge. On note ` sa limite.

(b) Montrer que la série de terme général (ln (un)− ln (un+1)) est une série divergente.

(c) En déduire la valeur de `

2. Soit α ∈ R. Pour n ∈ N∗, on pose : vn =
(n+ 1)α un+1

nα un

(a) Montrer que : ln (vn) =
1

n

(
α− 3

2

)
+

1

n2

(
21

8
− α

2

)
+ ◦

(
1

n2

)
.

(b) Déterminer alors α pour que la série de terme général ln (vn) converge.
On note S la somme de cette série.

3. (a) Montrer que un ∼
eS u1
n3/2

(b) En déduire que la série
∑

un converge

(c) Montrer, à l'aide de changements d'indice dans les sommes de gauche, que pour tout n ∈ N,

2
n+1∑
k=1

k uk + 3
n+1∑
k=1

uk = 2
n∑
k=0

k uk + 2
n∑
k=0

uk

(d) Obtenir alors la somme
+∞∑
n=0

un

EXERCICE II : Calculs de déterminants

1. On note A = (ai,j)16i,j6n où ai,j = max(i, j). Calculer det(A)

2. (a) Calculer

∣∣∣∣∣∣
5 2 0
3 5 2
0 3 5

∣∣∣∣∣∣. Calculer
∣∣∣∣∣∣∣∣
5 2 0 0
3 5 2 0
0 3 5 2
0 0 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣

(b) On poseDn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 2 0 · · · 0

3 5 2 0
...

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . 3 5 2
0 · · · 0 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
déterminant de la matrice (n, n) ayant des 5 sur la diagonale,

3 juste en dessous et 2 juste au dessus.

i. A l'aide de développements selon des rangées, exprimer Dn+2 en fonction de Dn+1 et Dn.

ii. En déduire Dn en fonction de n, de D3 et D4, puis en fonction de n seulement.
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EXERCICE III : Réduction d'une matrice

On note f l'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique B = (e1, e2, e3) est :

A =

−2 5 2
−1 4 2
2 −10 −5


1. (a) Déterminer et factoriser le polynôme caractéristique χA de A dé�ni par : χA(x) = det (xI3 − A).

(b) Montrer que A possède une et une seule valeur propre dans C, que l'on notera a.

(c) La matrice A est-elle inversible ?

(d) Déterminer une base du sous-espace propre associé à la valeur propre a.

2. On pose : u1 = e1 , u2 = (f − aIdR3) (e1) , u3 = 2e1 + e3 et C = (u1, u2, u3).

(a) Montrer que C est une base de R3 et véri�er que u2 et u3 sont des vecteurs propres de f .

(b) Ecrire la matrice T de f dans la base C .

(c) On note P la matrice de passage de la base B à la base C . Déterminer P−1.

(d) Pour tout n ∈ N, calculer T n puis en déduire explicitement An

PROBLEME I : Nombre de mots sans doublon dans un alphabet

On utilise un alphabet comportant m caractères avec m > 2.
On note Mm le nombre de mots que l'on peut écrire avec cet alphabet et comportant au plus une fois
chaque caractère de l'alphabet ( un mot comporte toujours au moins un caractère ).

1. Que vaut M5 ?

2. Montrer que : ∀a ∈ R, ∀n ∈ N, ea =
n∑
k=0

ak

k!
+

∫ a

0

(a− t)n

n!
et dt.

En déduire la convergence et la somme de la série
∑
n>0

an

n!

3. (a) Montrer que : Mm = m!
m−1∑
k=0

1

k!

(b) Ecrire une fonction Python qui calcule Mm pour un entier m choisi par l'utilisateur.

4. On �xe m. Pour tout p ∈ N, on pose : up =

p∑
k=m

1

k!

(a) Montrer que up possède une limite L lorsque p tend vers +∞.

(b) Montrer que : Mm = m! (e− L).

(c) Véri�er que : ∀p > m,
1

m!
6

p∑
k=m

1

k!
6

1

m!

p−m∑
k=0

1

(m+ 1)k

(d) En déduire :
1

m!
6 L 6

1

m!

(
1 +

1

m

)
(e) En déduire en�n : 1 6 m! e−Mm 6 1 +

1

m

5. Montrer que : Mm =
⌊
m! e

⌋
− 1

6. On suppose que le caractère A fait partie de l'alphabet utilisé (alphabet qui possède toujours m caractères...).

(a) Parmi les mots dénombrés ci-dessus, combien commencent par A ?

(b) Parmi les mots dénombrés ci-dessus, combien contiennent le caractère A ?

2
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correction

EXERCICE I : Convergence d'une série

(un)n∈N dé�nie par u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 =
2n+ 2

2n+ 5
un.

1. (a) La suite (un)n∈N est décroissante et minorée par 0 donc (un)n∈N converge . On note ` sa

limite.

(b) Soit n ∈ N. On a ln (un)− ln (un+1) = ln

(
1 +

5

2n

)
− ln

(
1 +

1

n

)
=

3

2n
− 21

8n2
+◦
(

1

n2

)
∼ 3

2n
.

Ainsi par comparaison à une série de Riemann divergente,

la série de terme général (ln (un)− ln (un+1)) diverge .

(c) La suite (ln (u0)− ln (un))n∈N diverge vers +∞ donc

(un)n∈N converge vers ` = 0

2. Soit α ∈ R. Pour n ∈ N∗, on pose : vn =
(n+ 1)α un+1

nα un

(a) ln (vn) = α ln

(
1 +

1

n

)
− ln

(
1 +

5

2n

)
+ ln

(
1 +

1

n

)
.

Donc ln (vn) =

(
α− 3

2

)
1

n
+

(
21

8
− α

2

)
1

n2
+ ◦

(
1

n2

)
.

(b) En prenant α =
3

2
, on a ln (vn) ∼ 15

8n2
doonc la série de terme général ln (vn) converge. On

note S la somme de cette série.

3. (a) Pour n ∈ N∗,
n∑
k=1

ln (vn) = ln
(
(n+ 1)3/2un+1

)
− ln (u1). Ainsi, par continuité de la fonction

exponentielle, n3/2un tend vers S u1 lorsque n tend vers +∞ i.e. un ∼
eS u1
n3/2

(b) Par comparaison à une série de Riemann convergente, la série
∑

un converge .

(c) Soit n ∈ N. Σ = 2
n+1∑
k=1

k uk+3
n+1∑
k=1

uk = 2
n∑
k=0

(k + 1)uk+1+3
n∑
k=0

uk+1 = 2
n∑
k=0

(k + 1)(2k + 2)

2k + 5
uk+

3
n∑
k=0

2k + 2

2k + 5
uk =

n∑
k=0

4k2 + 14k + 10

2k + 5
uk =

n∑
k=0

(2k + 2)uk.

Ainsi 2
n+1∑
k=1

k uk + 3
n+1∑
k=1

uk = 2
n∑
k=0

k uk + 2
n∑
k=0

uk

(d) On pose Sn =
n∑
k=0

uk et Tn =
n∑
k=0

k uk. On a : 2 (Tn + (n+ 1)un+1) + 3 (Sn + un+1 − u0) =

2Tn + 2Sn. Ainsi Sn = 3u0 − 3un+1 − 2(n+ 1)un+1. Donc
+∞∑
n=0

un = 3

3
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EXERCICE II : Calculs de déterminants

1. det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n

2 2 3 · · · ...

3 3 3 · · · ...
... · · · · · · · · · n
n · · · n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n
1 0 0 · · · 0
1 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . . 0
1 1 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
en enlevant chaque ligne à la suivante. Puis

en développant selon la dernière colonne et en constatant que le cofacteur du seul coe�cient non

nul provient d'une matrice triangulaire, on en déduit : det(A) = (−1)n n

2. (a)

∣∣∣∣∣∣
5 2 0
3 5 2
0 3 5

∣∣∣∣∣∣ = 65 et

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 2 0 0
3 5 2 0
0 3 5 2
0 0 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 211

(b) On pose Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 2 0 · · · 0

3 5 2 0
...

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . 3 5 2
0 · · · 0 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i. En développant selon la première ligne on trouve : Dn+2 = 5Dn+1 − 6Dn .

ii. A l'aide de l'expression générale des termes d'une suite récurrente linéaire double, on

trouve : ∃(a, b) ∈ R2 |∀n ∈ N∗, un = a.3n + b.2n . Compte tenu que D3 = 65 = 27a + 8b

et D4 = 81a+ 16b = 211, on trouve a = 3 et b = −2. Ainsi ∀n ∈ N∗, un = 3.3n − 2.2n .

EXERCICE III : Réduction d'une matrice

On note f l'endomorphisme canoniquement associé à A =

−2 5 2
−1 4 2
2 −10 −5


1. (a) χA(x) = det (xIdR3 − A) =

∣∣∣∣∣∣
x+ 2 −5 −2
1 x− 4 −2
−2 10 x+ 5

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

1 x− 4 −2
−2 10 x+ 5

x+ 2 −5 −2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 x− 4 −2
0 2 + 2x x+ 1
0 (3− x)(1 + x) 2x+ 2

∣∣∣∣∣∣
χA(x) = det (xIdR3 − A) =

∣∣∣∣∣∣
x+ 2 −5 −2

1 x− 4 −2
−2 10 x+ 5

∣∣∣∣∣∣ = (x+ 1)3 .

(b) χA possède une unique racine :−1. Donc A possède une et une seule valeur propre a = −1 .

(c) 0 n'est pas une valeur propre de A donc la matrice A est inversible

(d) On note E le sous-espace propre de A associé à la valeur propre −1. Soit X =

x
y
z

 ∈ R3.

X ∈ E ⇐⇒ AX = −X ⇐⇒


−x+ 5y + 2z = 0

−x+ 5y + 2z = 0

2x− 10y − 4z = 0

⇐⇒ x = 5y+2z ⇐⇒ X = y

5
1
0

+z

2
0
1

.

Ainsi, la famille

5
1
0

 ,

2
0
1

 engendre E. Comme il s'agit de vecteurs non colinèaires, on

4
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en déduit que

5
1
0

 ,

2
0
1

 est une base de E .

2. On pose : u1 = e1 , u2 = (f − aIdR3) (e1) , u3 = 2e1 + e3 .

On a donc C = (u1, u2, u3) =

1
0
0

 ,

−1
−1
2

 ,

2
0
1

.

(a) On note P la matrice de C dans la base B. On a P =

1 −1 2
0 −1 0
0 2 1

. det(P ) = −1 6= 0 donc

P est inversible et donc C est une base de R3 .
f (u2) = −u2 donc u2 est un vecteur propre de f . De même pour u3.

Ainsi u2 et u3 sont des vecteurs propres de f .

(b) T = matC (f) =

−1 0 0
1 −1 0
0 0 −1

 .

(c) On a déjà vu que On a P =

1 −1 2
0 −1 0
0 2 1

 était inversible. Par la méthode du pivot total, on

trouve : P−1 =

1 −5 −2
0 −1 0
0 2 1

 .

(d) On montre par récurrence immédiate que ∀n ∈ N, T n = (−1)n matC (f) =

 1 0 0
−n 1 0
0 0 1

 .

Or d'après la formule de changement de bases, on a A = P T P−1 donc

An = P T n P−1 = (−1)n

n+ 1 −1 2
n 1− 5n −2n
−2n 10n 4n+ 1



5
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PROBLEME I : Nombre de mots sans doublon dans un alphabet

C
O

R
R

E
C

T
IO

N
 : N

om
bre de m

ots dans un alphabet sans répétition de lettres
  

 
O

n
 u

tilise u
n a

lp
hab

et co
m

p
ortan

t m
 caractère

s (m
 

≥ 2
) 

O
n

 no
te M

m  le no
m

b
re d

e m
o

ts q
u

e l'o
n

 peu
t écrire

 avec ce
t a

l
p

hab
et e

t co
m

p
ortant au

  p
lu

s u
ne fo

is chaq
u

e
 carac
tère d

e l'a
lp

h
ab

et (u
n

 m
o

t co
m

p
o

rte
 

to
u

jo
u

rs au
 m

o
in

s u
n caractère). 

1) 
C

alcu
ler M

5  
Il y a

 A
5 5 =

 1
20

 m
ots de 5 lettres, A5 4 =

 1
2

0 m
ots d

e 4
 lettres, A5 3 =

 60
 m

ots d
e 3

 lettres, A5 2 =
 2

0
 m

ots d
e 2 lettres et en

fin
 

A
5 1 =

 5
 m

ots d'un
e seu

le lettre
.   

D
on

c il y a
 : 3

2
5

 m
o

ts : A5 =
 325 

2) 
M

o
ntrer qu

e
 : ∀a∈

�
 ∀

n∈
�

, e
a =

 ∑k =
 0

n

 a
k

k!  +
 ⌡ ⌠

0 a (a –
 t) n

n
!

 e
t d

t.   E
n

 d
éd

u
ire la lim

ite lo
rsq

u
e n ten

d
 ve

rs +
∞

 de ∑k =
 0

n

 a
k

k!  

S
oit a∈

�
. La fon

ction
 exp

 est d
e classe C

 ∞  su
r �

 et e
lle est é

gale à tou
te se

s dé
rivées successives

. A
in

si en
 u

tilisa
nt la 

form
u

le de T
aylor a

vec reste in
tégra

l à l'o
rdre n

 e
ntre

 0 et a, on a : 
exp(a) = ∑k =

 0

n

a
k

k
 !    +

 ⌡ ⌠
0 a (a –

 t) n

n!
 e

t dt    . 

O
n

 a
 : 

exp
(a) – ∑k =

 0

n

a
k

k
 !  

=
  
⌡ ⌠

0 a (a – t) n

n!
 e

t d
t   

 ≤
  
⌡  ⌠

0 a 
(a –

 t) n

n
!

 e
t

 d
t

 ≤ 
⌡ ⌠

0 a |a
| n

n
!  e

|a| d
t

 =
 |a

| n+
1

n!
 e

|a| 

O
r, à a fixé, |a

| n+
1 =

 o(n
!)    A

in
si   |a

| n
+

1

n
!

 e
|a|  tend

 vers 0 lorsq
u

e n
 ten

d vers +
∞

. 

D
'où, d

'ap
rè

s le th
éorêm

e de
s ge

nd
arm

es, 

  

  
∑k =

 0

n

a
k

k
 !  

n∈∈∈ ∈
I N   con

verge vers exp(a) 

a) M
o

n
trer q

ue : M
m  =

 m
! ∑k =

 0

m
-1

 1k!   

S
oit E

 l'en
sem

ble d
es m

ots u
tilisan

t d
es le

ttres d
e

 l'a
lph

ab
et con

sid
éré sans répé

tition d
e lettres. 

S
oit E

k  l'en
sem

ble d
es m

ots de E
 a

yan
t k lettres. C

réer un
 m

ot d
e k lettres d

istinctes p
arm

i m
 revien

t à effe
ctu

er u
n

 
arran

gem
en

t de
 k élém

ents (le
s le

ttres ch
oisies) p

a
rm

i m
 (les lettre

s disp
onib

les). 

A
u

ssi :  card(Ek ) =
 A

km   =
 

m
!

(m
 – k)!  

O
r  (E

1 , E
2 , ..., E

m ) form
e u

ne p
artition d

e E
, don

c card(E
) =

 
∑k =

 1

m

 
m

!
(m

 –
 k)!  =

 m
! ∑k =

 1

m

 
1

(m
 –

 k)!  =
 m

! ∑k =
 0

m
-1 1k!  

A
in

si, le nom
bre M

m  de m
ots possibles est égal à : Mm  =

 card(E
) =

 m
! ∑k =

 0

m
-1 1k!  

b) E
crire u

n
 alg

o
rith

m
e q

u
i calcu

le Mm  p
o

ur m
 cho

isi p
a

r l'u
tilisa

te
u

r 
factom

 =
 1 

for k in
 ra

nge(1
,m

+
1) :   factom

 *=
 k 

fact, som
m

e =
 1, factom

 
for k in

 ra
nge(1

,m
): 

 
fa

ct =
 fact * k 

 
som

m
e =

 som
m

e +
 factom

//fact 
prin

t(som
m

e) 

3) 
O

n fixe m
 et po

ur p>
m

 , o
n co

n
sid

ère u
p  =

 ∑k =
 m

p

 1k!  

a) 
M

o
n

trer q
u

e up  p
o

ssèd
e

 u
ne lim

ite L lo
rsqu

e p tend
 vers +

∞
 .  

S
oit (

)
v

 n  
n∈

IN
  avec vn  =

 ∑k =
 0

n
1k

 !  . O
n a : ∀

p∈
IN

, p >
 m

 ⇒
  u

p  =
 v

p  –
 v

m
-1 . 

O
r, on

 a vu d
an

s la q
uestion

 1) q
u

e la su
ite 

(
)

v
 n  

n∈
IN  con

verge vers e, 
donc   (

)
u

 n  
n∈∈∈ ∈

IN
 converge vers L =

 e – v
m

 – 1  

b) 
M

o
n

trer q
u

e : M
m  =

 m
! ( e – L) . 

O
n a :  vm

-1  =
  ∑k =

 0

m
-1 1k!  , d

onc  M
m  =

 m
! v

m
-1  =

 m
! (e – L). 

c) 
V

é
rifier qu

e : ∀
p≥m

,  1m
!   ≤  ∑k =

 m

p

 1k!   ≤ 1m
!  ∑k =

 0

p
-m

 
1

(m
+

1
) k  

�
 ∑k =

 m

p

 1k!  est u
ne som

m
e de ré

els positifs d
on

t u
n d

es term
es

 est 1m
!  ,   don

c 1m
!  ≤≤≤ ≤

  ∑k =
 m

p

 1k!  

 �
 

S
i k ≥ m

+
1, on a : 1k!  =

 1m
!  ×∏i =

 1

k - m

 
1

m
 +

 i   ≤
  1m

!  ×∏i =
 1

k - m

 
1

m
 +

 1  =
 1m

!  ×
 

 
1

m
 +

 1

k - m    

D
e

 p
lu

s pou
r k =

 m
, on

 a :  
1k!   ≤

  1m
!  ×
 

 
1

m
 +

 1

0 

A
in

si : ∑k =
 m

p

 1k!  ≤≤≤ ≤ 
1m
!  ××× × ∑k =

 m

p

  
 

1
m

 +
 1

k - m

 =
 1m

!  ××× × ∑k =
 0

p-m

  
 

1
m

 +
 1

k 

d) 
E

n d
éd

u
ire : 1m

!   ≤
  L  ≤ 1m

!  (
)

1
 +

 1m
    

m
 étan

t fixé, ∑k =
 m

p

 1k!  con
verge vers L lo

rsq
u

e p tend
 vers +

 
∞

 

D
'au

tre pa
rt, ∑k =

 0

p
-m

  
 

1
m

 +
 1

k =
 1

 –
  

 
1

m
 +

 1

p
 - m

 +
 1 

 1
 – 

1
m

 +
 1

  car m
 +

 1
 ≠ 1    et  

 
1

m
 +

 1

p
 - m

 +
 1 converge vers 0

 lorsq
ue

 p
 ten

d
 vers +

 
∞

 

A
insi, e

n p
assan

t à la lim
ite d

an
s l'en

cad
rem

en
t ob

tenu en
 c), on

 obtien
t : 1m

!  ≤≤≤ ≤
 L  ≤≤≤ ≤  1m

!  
1

 1 – 
1

m
 +

 1  =
  1m

!   
 

1 +
 1m

 

e) 
E

n d
éd

u
ire en

fin : 1
 ≤ m

! e –
 M

m  ≤ (
)

1
 +

 1m
 

C
om

m
e L =

 e – M
m

m
! , l'en

cad
rem

ent du
 d) d

on
ne

 dire
ctem

en
t : 

1 ≤≤≤ ≤
 m

! e –
 M

m  ≤≤≤ ≤
  

 
1 +

 1m
 

4) 
M

o
ntrer qu

e
 : Mm  =

 E
(m

! e) –
 1 

E
n

 tra
nsform

a
nt un

 pe
u l'encadrem

en
t précéd

en
t, on

 
a : M

m  +
 1

 ≤
 m

! e ≤
 M

m  +
 1

 +
 1m

 <
 (M

m  +
 1) +

 1
  car m

 >
1 

A
insi : M

m  +
 1

 e
st u

n e
ntier (car Mm  est u

n
 e

ntier) et c'est l'en
tier le p

lu
s gran

d m
in

ora
nt m

! e  don
c il s'agit de

 sa partie 

en
tière : E

(m
! e) =

 Mm  +
 1

   i.e
.  M

m  =
 E

(m
! e) –

 1 
 5) O

n su
ppo

se qu
e le ca

ractère A
 fa

it p
artie d

e
 l'a

lp
ha

b
et u

tilisé (alp
hab

e
t co

m
portan

t to
u

jo
u

rs m
 cara

ctè
re

s..). 
a) 

P
arm

i le
s m

o
ts d

éno
m

b
rés ci-d

e
ssu

s, co
m

b
ien co

m
m

en
ce

nt pa
r A

 ? 
C

ré
er u

n
 m

ot com
m

en
çant p

ar le caractère A
 consiste

 soit à con
sid

érer le m
ot "A

" soit à justap
poser à 

A
 u

n
 m

ot écrit 
avec tou

tes les lettres d
e l'a

lph
ab

et sau
f A

. 
A

insi le nom
bre de m

ot com
m

ençant par A
 est : 1 +

 Mm
-1  

b) 
P

arm
i le

s m
o

ts d
éno

m
b

rés ci d
essu

s, co
m

b
ie

n co
ntienn
ent le caractère A

 ?  
C

ré
er u

n
 m

ot ne con
ten

an
t p

as A
 con

siste à créer u
n

 m
ot avec les m

 –1 lettres re
stan

tes dans l'a
lp

hab
e

t : il y en a M
m

-1  
D

onc le nom
bre de m

ot contenant le caractère A
 est 

: M
m  – M

m
-1  
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CORRECTION : Nombre de mots dans un alphabet sans répétition de lettres  
 

On utilise un alphabet comportant m caractères (m ≥ 2) 
On note Mm le nombre de mots que l'on peut écrire avec cet alphabet et comportant au  plus une fois chaque caractère de l'alphabet (un mot comporte 
toujours au moins un caractère). 

1) Calculer M5 
Il y a A5

5 = 120 mots de 5 lettres, A5
4 = 120 mots de 4 lettres, A5

3 = 60 mots de 3 lettres, A5
2 = 20 mots de 2 lettres et enfin 

A5
1 = 5 mots d'une seule lettre.   

Donc il y a : 325 mots : A5 = 325 

2) Montrer que : ∀a∈� ∀n∈�, ea = ∑
k = 0

n

 a
k

k!
 + 
⌡⌠0

a (a – t)n

n!
 et dt.   En déduire la limite lorsque n tend vers +∞ de ∑

k = 0

n

 a
k

k!
 

Soit a∈�. La fonction exp est de classe C ∞  sur � et elle est égale à toute ses dérivées successives. Ainsi en utilisant la 

formule de Taylor avec reste intégral à l'ordre n entre 0 et a, on a : exp(a) = ∑
k = 0

n

a
k

k  !
   + 

⌡
⌠

0

a
 (a – t)n

n!
 et dt    . 

On a : exp(a) – ∑
k = 0

n

a
k

k !
 =  ⌡

⌠
0

a
 (a – t)n

n!
 et dt    ≤  

⌡

⌠

0

a

 
(a – t)n

n!
 et  dt  ≤ ⌡

⌠
0

a
 |a|n

n!
 e|a| dt  = |a|n+1

n!
 e|a| 

Or, à a fixé, |a|n+1 = o(n!)    Ainsi   |a|n+1

n!
 e|a|  tend vers 0 lorsque n tend vers +∞. 

D'où, d'après le théorême des gendarmes, 









∑
k = 0

n

a
k

k  !
 

n∈∈∈∈I N

  converge vers exp(a) 

a) Montrer que : Mm = m! ∑
k = 0

m-1

 1
k!

  

Soit E l'ensemble des mots utilisant des lettres de l'alphabet considéré sans répétition de lettres. 
Soit Ek l'ensemble des mots de E ayant k lettres. Créer un mot de k lettres distinctes parmi m revient à effectuer un 
arrangement de k éléments (les lettres choisies) parmi m (les lettres disponibles). 

Aussi :  card(Ek) = A
k

m
  = m!

(m – k)!
 

Or  (E1, E2, ..., Em) forme une partition de E, donc card(E) = ∑
k = 1

m

 m!
(m – k)!

 = m! ∑
k = 1

m

 1
(m – k)!

 = m! ∑
k = 0

m-1

 1
k!

 

Ainsi, le nombre Mm de mots possibles est égal à : Mm = card(E) = m! ∑
k = 0

m-1

 1
k!

 

b) Ecrire un algorithme qui calcule Mm pour m choisi par l'utilisateur 
factom = 1 
for k in range(1,m+1) :   factom *= k 
fact, somme = 1, factom 
for k in range(1,m): 
 fact = fact * k 
 somme = somme + factom//fact 
print(somme) 

3) On fixe m et pour p>m , on considère up = ∑
k = m

p

 1
k!

 

a) Montrer que up possède une limite L lorsque p tend vers +∞ .  
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Soit ( )v 
n n∈IN

  avec vn = ∑
k = 0

n
1
k !

 . On a : ∀p∈IN, p > m ⇒  up = vp – vm-1. 

Or, on a vu dans la question 1) que la suite ( )v 
n n∈IN

 converge vers e, donc   ( )u 
n 

n∈∈∈∈IN
 converge vers L = e – vm – 1 

b) Montrer que : Mm = m! ( e – L) . 

On a :  vm-1 =  ∑
k = 0

m-1

 1
k!

 , donc  M m = m! vm-1 = m! (e – L). 

c) Vérifier que : ∀p≥m,  1
m!

  ≤  ∑
k = m

p

 1
k!

  ≤ 1
m!

 ∑
k = 0

p-m

 1
(m+1)k

 

� ∑
k = m

p

 1
k!

 est une somme de réels positifs dont un des termes est 1
m!

 ,   donc 1
m!

 ≤≤≤≤  ∑
k = m

p

 1
k!

 

 

� Si k ≥ m+1, on a : 1
k!

 = 1
m!

 ×∏
i = 1

k - m

 1
m + i

  ≤  1
m!

 ×∏
i = 1

k - m

 1
m + 1

 = 1
m!

 ×




1

m + 1

k - m

    

De plus pour k = m, on a :  1
k!

  ≤  1
m!

 ×




1

m + 1

0

 

Ainsi : ∑
k = m

p

 1
k!

 ≤≤≤≤ 1
m!

 ×××× ∑
k = m

p

 




1

m + 1

k - m

 = 1
m!

 ×××× ∑
k = 0

p-m

 




1

m + 1

k

 

d) En déduire : 1
m!

  ≤  L  ≤ 1
m!

 ( )1 + 1
m

    

m étant fixé, ∑
k = m

p

 1
k!

 converge vers L lorsque p tend vers + ∞ 

D'autre part, ∑
k = 0

p-m

 




1

m + 1

k

 = 
1 – 





1

m + 1

p - m + 1

 

 1 – 1
m + 1

  car m + 1 ≠ 1    et 




1

m + 1

p - m + 1

 converge vers 0 lorsque p tend vers + ∞ 

Ainsi, en passant à la limite dans l'encadrement obtenu en c), on obtient : 1
m!

 ≤≤≤≤ L  ≤≤≤≤  1
m!

 1

 1 – 1
m + 1

 =  1
m!

 




1 + 1

m
 

e) En déduire enfin : 1 ≤ m! e – Mm ≤ ( )1 + 1
m

 

Comme L = e – Mm

m!
, l'encadrement du d) donne directement : 1 ≤≤≤≤ m! e – M m ≤≤≤≤ 





1 + 1

m
 

4) Montrer que : Mm = E(m! e) – 1 

En transformant un peu l'encadrement précédent, on a : Mm + 1 ≤ m! e ≤ Mm + 1 + 1
m

 < (Mm + 1) + 1  car m >1 

Ainsi : Mm + 1 est un entier (car Mm est un entier) et c'est l'entier le plus grand minorant m! e  donc il s'agit de sa partie 

entière : E(m! e) = Mm + 1   i.e.  M m = E(m! e) – 1 
 
5) On suppose que le caractère A fait partie de l'alphabet utilisé (alphabet comportant toujours m caractères..). 

a) Parmi les mots dénombrés ci-dessus, combien commencent par A ? 
Créer un mot commençant par le caractère A consiste soit à considérer le mot "A" soit à justapposer à A un mot écrit 
avec toutes les lettres de l'alphabet sauf A. Ainsi le nombre de mot commençant par A est : 1 + Mm-1 
b) Parmi les mots dénombrés ci dessus, combien contiennent le caractère A ?  
Créer un mot ne contenant pas A consiste à créer un mot avec les m –1 lettres restantes dans l'alphabet : il y en a Mm-1 
Donc le nombre de mot contenant le caractère A est : M m – Mm-1 
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