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Exercice 1. Soit ε > 0. Soit B = {n ε |n ∈ N}. Montrer que B n'est pas majorée. En déduire :

∀ε ∈ R∗+, ∀M ∈ R∗+ , ∃ n ∈ N | n ε > M . On dit alors que R est archimédien

Exercice 2. Soit (A,B) ∈ (P (R))2 non vides et majorées. Montrer : a) A ⊂ B ⇒ sup (A) 6 sup (B)

b) A
⋃

B est majoré et calculer sup
(
A
⋃

B
)

c) Que dire de A ∩B ?

Exercice 3. Soit p ∈ N. Montrer que :
√
p ∈ Q⇐⇒ ∃ n ∈ N | p = n2

Exercice 4. Soit f : [0, 1]→ [0, 1] croissante, f ({0, 1})
⋂
{0, 1} = ∅. Soit A = {x ∈ [0, 1] | f(x) > x}

1. Montrer que A admet une borne supérieure α.

2. Montrer que α est un point �xe de f .

3. En déduire que si f et croissante de [0, 1] vers [0, 1], f admet un point �xe

Exercice 5. Montrer que : ∀n ∈ N∗,
√
n+ 1−

√
n 6

1

2
√
n
6
√
n−
√
n− 1. En déduire :

⌊
1

2

10000∑
k=1

1√
k

⌋

Exercice 6. Montrer que : a) x 6 y ⇒ bxc 6 byc b) ∀x ∈ R \ Z, b−xc = −bxc − 1
c) ∀(x, y) ∈ R2, bx+ yc − bxc − byc ∈ {0, 1} d) ∀(x, a) ∈ R× Z, bx+ ac = bxc+ a

Exercice 7. Montrer que : ∀n ∈ Z,
⌊n
3

⌋
+

⌊
n+ 2

6

⌋
+

⌊
n+ 4

6

⌋
=
⌊n
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⌋
+

⌊
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⌋
Exercice 8. 1. Soit (x, y) ∈ Q2 tel que

(√
x,
√
y
)
∈ (R \Q)2. Montrer que

√
x+
√
y ∈ R \Q.

2. Montrer que
√
6−
√
2−
√
3 et
√
5 +
√
2 +
√
3 sont irrationnels

Exercice 9. Montrer : ∀(x, y) ∈ R2, bxc+ byc+ bx+ yc 6 b2xc+ b2yc

Exercice 10. Montrer : ∀(m,n) ∈ Z2,

⌊
n+m

2

⌋
+

⌊
n−m+ 1

2

⌋
= n

Exercice 11. 1. Montrer que : ∀n ∈ N∗, ∃ (an, bn) ∈ (N∗)2 |(
2 +
√
3
)n

= an + bn
√
3 et 3b2n = a2n − 1 .

2. Montrer que la partie entière de
(
2 +
√
3
)n

est un entier impair.

Exercice 12. Montrer que : ∀(a, b) ∈ R2, 0 < a 6 b =⇒ (b− a)2

8b
6
a+ b

2
−
√
ab 6

(b− a)2
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Exercice 13. Montrer que : ∀x ∈ R+,

∣∣∣∣2x+ 5

x+ 2
−
√
5

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣x−√5∣∣∣
Exercice 14. Déterminer inf

x∈R∗
+

(
bxc+

⌊
1

x

⌋)

Exercice 15. Montrer que : ∀n ∈ N,∃p ∈ N∗ |
(
1 +
√
2
)n

=
√
p+

√
p− 1

Exercice 16. Soit n ∈ N, n > 3. Montrer : ∀k ∈ [[2, n− 1]], k (n− k + 1) > n.

En déduire :
√
n <

n
√
n!
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