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Problème : Equations fonctionnelles des fonctions usuelles

1. Soit f : R→ R continue telle que : ∀ (x, y) ∈ R2, f(x+ y) = f(x) + f(y). Montrer que :

∃α ∈ R | ∀x ∈ R, f(x) = αx

2. (a) Montrer, en étudiant la fonction t → ln(bt) − ln(t) et en utilisant le fait que ln est la primitive de

t→ 1

t
s'annulant en 1 , que la fonction ln véri�e :

∀ (x, y) ∈
(
R∗
+

)2
, ln(xy) = ln(x) + ln(y)

(b) Montrer que loga (dé�nie par loga(x) =
ln(x)

ln(a)
où a est un rél strictement positif et di�érent de 1 ) véri�e :

∀ (x, y) ∈
(
R∗
+

)2
, loga(xy) = loga(x) + loga(y)

(c) Montrer, en utilisant le fait que exp est la bijection réciproque de ln, que la fonction exp véri�e

l'équation fonctionnelle : ∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) = f(x) f(y)

(d) Montrer que les fonctions exponentielles (les fonctions t → at), véri�ent l'équation fonctionnelle :

∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) = f(x) f(y)

(e) Montrer que les fonctions puissances véri�ent l'équation fonctionnelle :

∀(x, y) ∈
(
R∗
+

)2
, f(x y) = f(x) f(y)

3. Soit f une fonction continue sur R telle que : ∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) = f(x) f(y)

(a) Montrer que : ∀x ∈ R, f(x) > 0 (exprimer f(x) en fonction de x/2)

(b) Montrer que f est soit la fonction nulle soit une fonction ne s'annulant jamais

(c) Dans le cas où f ne s'annule jamais, déterminer une équation fonctionnelle véri�ée par g = ln ◦f

(d) Déterminer alors toutes les fonctions f continues sur R telles que :

∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) = f(x) f(y)

4. Déterminer alors toutes les fonctions f continues sur R∗
+ telles que :

∀(x, y) ∈
(
R∗
+

)2
, f(x y) = f(x) + f(y) (Etudier g = f ◦ exp)

5. Déterminer alors toutes les fonctions f continues sur R∗
+ telles que :

∀(x, y) ∈
(
R∗
+

)2
, f(x y) = f(x) f(y) (Etudier g = f ◦ exp)

6. On pose, pour (a, b) ∈ R2, f(a, b) = arctan(a) + arctan(b)

(a) On suppose a > 0. Montrer que :

i. Si ab = 1, alors f(a, b) =
π

2

ii. Si ab < 1, alors f(a, b) = arctan

(
a+ b

1− ab

)
iii. Si ab > 1, alors f(a, b) = arctan

(
a+ b

1− ab

)
+ π

(b) En déduire les expressions de f(a, b) lorsque a 6 0
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