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Devoir en temps libre no 9

Vous numéroterez vos copies et ferez apparaître clairement sur la première page le nombre de copies. Vous prêterez
une attention particulière au soin de vos copies et à la qualité de votre argumentation

Problème : Étude de la dérivée énième de la fonction arctangente
On rappelle qu'une fonction est un polynôme (ou une fonction polynomiale) de degré n ∈ N si c'est une fonction
de R dans R de la forme x 7→ an x

n + an−1 x
n−1 + · · ·+ a1 x+ a0 avec (an, . . . , a0) ∈ Rn+1 et an 6= 0.

On considère la fonction f dé�nie sur R par : f(x) = arctan(x)

Partie I

1. Soit n ∈ N∗. Montrer que f est de classe C n sur R et qu'il existe un polynôme Pn tel que :

∀x ∈ R, f (n)(x) =
Pn(x)

(1 + x2)n
.

Exprimer Pn+1 en fonction de Pn et P ′n.

2. (a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 2, il existe un polynôme Qn de degré inférieur
ou égal à n− 2 tel que : ∀x ∈ R, Pn(x) = (−1)n−1 n!xn−1 +Qn(x).
En déduire le degré et le coe�cient du terme de plus haut degré de Pn pour n > 2 entier naturel.

(b) Soit g : R 7→ R par : ∀x ∈ R, h(x) =
(
1 + x2

)
f ′′(x) + 2xf ′(x).

Calculer h(x) pour x ∈ R.
(c) Soit n ∈ N∗. En calculant h(n) de deux manières di�érentes, montrer que :
∀x ∈ R,

(
1 + x2

)
f (n+2)(x) + 2x(n+ 1) f (n+1)(x) + n(n+ 1)f (n)(x) = 0

(d) En déduire : ∀n ∈ N∗,∀x ∈ R, Pn+2(x) + 2(n+ 1)xPn+1(x) + n(n+ 1)
(
1 + x2

)
Pn(x) = 0

3. En utilisant les relations établies en 1 et 2d, montrer que :
∀n ∈ N∗, ∀x ∈ R,

(
1 + x2

)
P ′′n (x)− 2(n− 1)xP ′n(x) + n(n− 1)Pn(x) = 0

Partie II

1. Soit g ∈ C 1 (R,R) telle que :

* ∃k ∈ N∗,∃ (α1, . . . , αk) ∈ Rk avec α1 < α2 < · · · < αk et ∀i ∈ {1, . . . , k} , g (αi) = 0

* lim
x→−∞

g(x) = lim
x→+∞

g(x) = 0

(a) Montrer que : ∃ (β0, βk) ∈ R2 avec β0 < α1 et αk < βk tels que g′ (β0) = g′ (βk) = 0

(b) Montrer que : ∃ (β1, . . . , βk−1) ∈ Rk−1 avec α1 < β1 < α2 < · · · < αk−1 < βk−1 < αk tels que
∀i ∈ {1, . . . , k − 1} , g′ (βi) = 0

2. Soit n ∈ N, n > 2 �xé.

(a) Montrer que f (n) s'annule en au moins (n− 1) réels distincts.

(b) Montrer que Pn possède exactement (n− 1) racines réelles disctinctes.

3. (a) Etablir par récurrence : ∀n ∈ N∗,∀x ∈ R, f (n)(x) = (n− 1)! cosn (f(x)) sin
(
n
(
f(x) +

π

2

))
(b) Véri�er que : ∀x ∈ R, cos (f(x)) > 0. Déterminer les racines réelles de f (n) pour n > 2

(c) En déduire la factorisation de Pn lorsque n > 2

Partie III

1. Soit a ∈ C \ R. Soit ϕ : R 7→ C, x→ 1

x+ a
.

Déterminer ϕ(n) pour tout n ∈ N
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2. (a) Montrer que : ∃b ∈ C \ R
∣∣∀x ∈ R, f ′(x) =

1

2b

(
1

x− b
− 1

x+ b

)
(b) Déterminer alors f (n) pour tout n > 2 (d'abord sous forme complexe puis sous forme réelle)

(c) En déduire : ∀n ∈ N∗,∀x ∈ R, Pn(x) = (−1)n−1 (n− 1)!

bn−1
2 c∑

p=0

(
n

2p+ 1

)
(−1)p xn−1−2p

Partie IV On dé�nit la suite (un)n∈N∗ par : ∀n ∈ N∗, un =
n∑

k=1

f

(
k

n2

)
1. Étudier les variations de la fonction f ′′ sur R. Déterminer en particulier M = sup

x∈R

∣∣f ′′(x)∣∣.
2. Soit n ∈ N∗ �xé. Soit k ∈ {1, . . . , n}. Montrer que

∣∣∣∣f ( k

n2

)
− k

n2

∣∣∣∣ 6 k2

2n4
M

3. En déduire : ∀n ∈ N∗,
∣∣∣∣un − 1

2

∣∣∣∣ 6 1

2n
+

M

2n4

n∑
k=1

k2. Déterminer la convergence de la suite (un)n∈N∗

2
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Correction : Dérivées n-ièmes de arctan
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Partie III

1. Soit a ∈ C \ R. Soit ϕ : R 7→ C, x→ 1

x+ a
.

∀x ∈ R, ϕ(n)(x) =
(−1)n n!
(x+ a)n+1

2. (a) On a clairement : ∀x ∈ R, f ′(x) =
1

2i

(
1

x− i
− 1

x+ i

)
(b) En utilisant l'expression de la dérivée n-ième d'un fraction élémentaire, on a : si n > 2, ∀x ∈ R,

f (n)(x) =
(−1)n−1 (n− 1)!

2i

(
1

(x− i)n
− 1

(x+ i)n

)
=

(−1)n−1 (n− 1)!

2i

(x+ i)n − (x− i)n

(x2 + 1)n

(c) Par dé�nition de Pn, on a ∀n ∈ N∗,∀x ∈ R, :

Pn(x) =
(
x2 + 1

)n
f (n)(x) =

(−1)n−1 (n− 1)!

2i
((x+ i)n − (x− i)n) i.e.

Pn(x) =
(−1)n−1 (n− 1)!

2i

(
n∑

k=0

(
n
k

)
(i)k xn−k −

n∑
k=0

(
n
k

)
(−i)k xn−k

)
. Donc on a ∀n ∈ N∗,∀x ∈ R,

:

Pn(x) = (−1)n−1 (n− 1)!

bn−1
2 c∑

p=0

(
n

2p+ 1

)
(−1)p xn−1−2p

Partie IV On dé�nit la suite (un)n∈N∗ par : ∀n ∈ N∗, un =
n∑

k=1

f

(
k

n2

)

1. On a : f ′(x) =
1

1 + x2
, f ′′(x) =

−2x
(1 + x2)2

et f (3)(x) = 2
3x2 − 1

(1 + x2)3
. Ainsi f ′′ est impaire, est décroissante sur[

0,
1√
3

]
et croissante sur

[
1√
3
,+∞

]
et
∣∣f ′′∣∣ atteint son maximum en

1√
3
: ce maximum vaut M =

3
√
3

8

2. D'après l'inégalité des accroissements �nis, on a f ′ M−lipschitzienne.
En particulier, ∀t ∈ R+,

∣∣f ′(t)− f ′(0)∣∣ 6Mt et donc, si k ∈ [[1, n]], en intégrant entre 0 et
k

n2
,∣∣∣∣ kn2 − f
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3. En sommant dans l'inégalité précédente pour k variant de d à n, on a :
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k2. Ainsi
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k2 . Ainsi ∀n ∈ N∗,
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. On en déduit que la suite (un)n∈N∗ converge vers
1

2
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