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PROBLEME : Espace vectoriel et équations di�érentielles

Soit E = C∞ (]−1, 1[ ,R) l'espace vectoriel réel des fonctions dé�nies et de classe C∞ sur l'intervalle ]−1, 1[ à
valeurs réelles.
Soit F l'ensemble des restrictions à ]−1, 1[ des fonctions polynomiales réelles.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

2. On considère l'application ϕ de E dé�nie par : ∀f ∈ E , ϕ(f) est l'application dé�nie par :

ϕ(f)(x) =
(
x2 − 1

)
f ′′(x) + 2xf ′(x)

.

(a) Montrer que ϕ est une application de E vers E véri�ant :

∀ (λ, β) ∈ R2, ∀ (f, g) ∈ E2, ϕ (λf + βg) = λϕ(f) + βϕ(g)

.

(b) Montrer que l'ensemble A =
{
f ∈ E

∣∣∣ϕ(f) = 0E

}
est un sous-espace vectoriel de E.

Déterminer A puis A
⋂
F

(c) Montrer que F est stable par ϕ i.e., ϕ(F ) ⊂ F
(d) Soit P ∈ F un polynome de degré n, avec n ∈ N. Calculer le monome de plus haut degré de ϕ(P ).

(e) Déterminer un polynome K tel que K(0) = 1 et ϕ(K) = 6K.
Exprimer en fonction de K les polynomes P véri�ant ϕ(P ) = 6P .

3. On reprend le polynome K vue à la question préc{edente. On pose f l'élément de E dé�ni par :

f(x) =
1

(x2 − 1)K2(x)

(a) Décomposer f en éléments simples

(b) Calculer H la primitive de f s'annulant en 0

(c) Montrer que K et KH sont solutions, sur ]−1, 1[ de l'équation di�érentielle :(
x2 − 1

)
y′′ + 2xy′ − 6y = 0

.
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