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PROBLEME : Espace vectoriel et équations di�érentielles

Soit E = C∞ (]−1, 1[ ,R) l'espace vectoriel réel des fonctions dé�nies et de classe C∞ sur l'intervalle ]−1, 1[ à
valeurs réelles.

Soit F l'ensemble des restrictions à ]−1, 1[ des fonctions polynomiales réelles.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

2. On considère l'application ϕ dé�nie sur E par : ∀f ∈ E , ϕ(f) est l'application dé�nie sur ]− 1, 1[ par :

ϕ(f)(x) =
(
x2 − 1

)
f ′′(x) + 2xf ′(x)

.

(a) Montrer que ϕ est une application de E vers E véri�ant :

∀ (λ, β) ∈ R2, ∀ (f, g) ∈ E2, ϕ (λf + βg) = λϕ(f) + βϕ(g)

.

(b) Montrer que l'ensemble A =
{
f ∈ E

∣∣∣ϕ(f) = 0E

}
est un sous-espace vectoriel de E.

Déterminer A puis A
⋂
F

(c) Montrer que F est stable par ϕ i.e., ϕ(F ) ⊂ F
(d) Soit P ∈ F un polynome de degré n, avec n ∈ N. Calculer le monome de plus haut degré de ϕ(P ).

(e) Déterminer un polynome K tel que K(0) = 1 et ϕ(K) = 6K.

Exprimer en fonction de K les polynomes P véri�ant ϕ(P ) = 6P .

3. On reprend le polynome K vue à la question précédente. On pose f l'élément de E dé�ni par :

f(x) =
1

(x2 − 1)K2(x)

(a) Décomposer f en éléments simples

(b) Calculer H la primitive de f s'annulant en 0

(c) Montrer que K et KH sont solutions, sur ]−1, 1[, de l'équation di�érentielle :(
x2 − 1

)
y′′ + 2xy′ − 6y = 0

(On remarquera que la fonction H n'est pas dé�nie sur ]− 1, 1[ mais KH est prolongeable sur cet intervalle et

que ce prolongement est de classe C∞)
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CORRECTION

Soit E = C∞ (]−1, 1[ ,R), F l'ensemble des restrictions à ]−1, 1[ des fonctions polynomiales réelles.

1. + F est non vide car la fonction nulle est de classe C∞ sur ] − 1, 1[ et c'est bien la restriction d'une

fonction polynomiale.

+ Soit (f, g) ∈ F 2 et (α, β) ∈ R2. On note P et Q les polynomes dont f et g sont les restrictions à

]− 1, 1[. En�n on note h = αf + βg. h est la restriction de αP + βQ à ]− 1, 1[ donc h ∈ F
On a donc montré que F est une partie non vide de E stable par combinaison linéaire, donc, par caractéri-

sation des sous-espaces vectoriels, F est un sous-espace vectoriel de E

2. On considère l'application ϕ dé�nie sur E par : ∀f ∈ E , ϕ(f) est l'application dé�nie sur ] − 1, 1[ par :
ϕ(f)(x) =

(
x2 − 1

)
f ′′(x) + 2xf ′(x).

(a) On note f1 et f2 les fonctions dé�nies sur ] − 1, 1[ par : f1(x) = 2x et f2(x) = x2 − 1. Ainsi, pour

tout f ∈ E, ϕ(f) est la fonction ϕ(f) = f2 f
′′ + f1 f

′. Mais si f est de classe classe C∞ sur ]− 1, 1[,
c'est aussi le cas de f ′ et de f ′′. Donc ϕ(f) est de classe C∞ sur ]− 1, 1[ comme somme et produit de

fonctions de classe C∞ sur ]− 1, 1[. ϕ est une application de E vers E .

De plus, par linéarité de la dérivation (et la bilinéarité du produit de fonctions), ϕ est linéaire. Ainsi

ϕ est un endomorphisme de E

(b) On montre directement que A est non vide (car contient l'application nulle) et stable par combinaison

linéaire. Donc A =
{
f ∈ E

∣∣∣ϕ(f) = 0E

}
est un sous-espace vectoriel de E .

On pouvait aussi constater que A = ker(ϕ)...
Soit f ∈ E. Soit g = f2 f

′.
f ∈ A ⇐⇒ ∀t ∈]− 1, 1[, f2(t) f

′′(t) + f ′2(t)f
′(t) = 0 ⇐⇒ ∀t ∈]− 1, 1[, g′(t) = 0

Donc : f ∈ A⇐⇒ ∃λ ∈ R
∣∣∣∀t ∈]− 1, 1[, f ′(t) =

λ

t2 − 1
=
λ

2

(
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
Ainsi f ∈ A⇐⇒ ∃ (λ, β) ∈ R2

∣∣∣ ∀t ∈]− 1, 1[, f(t) =
λ

2
ln

∣∣∣∣1− t1 + t

∣∣∣∣+ β

Parmi ces fonctions, les seules qui soient des restrictions de fonctions polynomiales sont les fonctions

constantes : A
⋂
F est l'ensemble des fonctions constantes

(c) Si f est une fonction polynomiale, ϕ(f) est encore polynomiale, ainsi F est stable par ϕ

(d) Soit P ∈ F un polynome de degré n, avec n ∈ N. On note an son coe�cient dominant et R = P−anXn.

Par linéarité de ϕ, ϕ(P ) = ϕ (anX
n) + ϕ(R). Or :

+ ϕ(R) est de degré strictement inférieur à n

+ ϕ (anX
n) = n(n− 1)an

(
X2 − 1

)
Xn−2 + 2nanXXn−1 = n(n+ 1)anX

n − n(n− 1)anX
n−2

Ainsi ϕ(P ) est de degré n et son monome de plus haut degré est n(n+ 1)anX
n

(e) On veut déterminer les polynomes véri�ant ϕ(P ) = 6P . On procède par analyse-synthèse. Comme

on sait que le polynome nul véri�e cette relation, on ne recherchera que les polynomes non nuls

Analyse Soit P ∈ F non nul tel que ϕ(P ) = 6P . Les monomes de plus haut degré de ϕ(P ) et

de 6P sont les mêmes. Donc, si on note n le degré de P et an le coe�cient correspondant, on a :

n(n+1)an = 6an. Ainsi n = 2. En écrivant P sous la forme P = aX2+ bX+c, l'équation ϕ(P ) = 6P
s'écrit alors : 6aX2 + 2bX − 2a = 6aX2 + 6bX + 6c i.e. b = 0 et a = −3c donc P = c

(
1− 3X2

)
Synthèse Soit c ∈ R et P = c

(
1− 3X2

)
. On véri�e aisément que ϕ(P ) = P .

Ainsi les polynomes P véri�ant ϕ(P ) = 6P forment l'ensemble B =
{
cK
∣∣∣c ∈ R

}
avec K = 1− 3X2

unique polynome de B véri�ant K(0) = 1

3. On pose f l'élément de E dé�ni par : f(x) =
1

(x2 − 1)K2(x)
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(a) La décomposition en éléments simples de f est :

1

(X2 − 1) (3X2 − 1)2
=

1

8

(
1

X − 1
− 1

X + 1
− 3(√

3X − 1
)2 − 3(√

3X + 1
)2
)

(b) De la DES précédente, on déduit que la primitive H de f s'annulant en 0 est la fonction dé�nie par

∀x ∈

]
−
√
3

3
,

√
3

3

[
, H(x) =

3

4

x

3x2 − 1
+

1

8
ln

∣∣∣∣1− x1 + x

∣∣∣∣
(c) On sait déjà que K est solution de l'équation di�érentielle (E) :

(
x2 − 1

)
y′′ + 2xy′ − 6y = 0. On

note φ la fonction dé�nie sur

]
−
√
3

3
,

√
3

3

[
par φ(x) = K(x)H(x) = −3x

4
+

1− 3x2

8
ln

∣∣∣∣1− x1 + x

∣∣∣∣. Cette
fonction est prolongeable sur ] − 1, 1[ en une fonction de même expression et de classe C∞. De plus

:∀x ∈] − 1, 1[, φ′(x) =
3x2 − 2

2 (1− x2)
− 3x

4
ln

∣∣∣∣1− x1 + x

∣∣∣∣ et φ′′(x) =
5x− 3x3

2 (1− x2)2
− 3

4
ln

∣∣∣∣1− x1 + x

∣∣∣∣. Avec ces

expressions, on e ndéduit aisément que : ∀x ∈] − 1, 1[,
(
x2 − 1

)
φ′′(x) + 2xφ′(x) − 6φ(x) = 0. Ainsi,

K et KH sont solutions, sur ]−1, 1[ de l'équation di�érentielle :
(
x2 − 1

)
y′′ + 2xy′ − 6y = 0

.
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