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PROBLEME : Équation f 2 + f + Id = 0
Soit l'espace vectoriel E = R4. On appelle B = (e1, e2, e3, e4) la base canonique de E.

PARTIE I On considère ici l'endomorphisme f de E dé�ni par :

f (e1) = 2 e1 − 4 e2 + e3
f (e2) = e1 + 3 e2 + 2 e3 + e4

f (e3) = −3 e1 + 24 e2 + 5 e3 + 4 e4
f (e4) = −57 e2 − 19 e3 − 12 e4

1. (a) Calculer f2 (e1) et f
2 (e2).

Montrer que
(
e1, f (e1) , f

2 (e1)
)
et

(
e2, f (e2) , f

2 (e2)
)
sont deux familles liées.

(b) Montrer que, si F1 = vect (e1, f (e1)) et F2 = vect (e2, f (e2)) , E = F1 ⊕ F2

2. (a) Montrer que B′ = (e1, f (e1) , e2, f (e2)) est une base de E

(b) Exprimer les coordonnées des images par f des vecteurs de B′ dans la base B′

3. En déduire l'existence de deux réels α et β tels que : αf2 + βf + IdE = 0L(E)

PARTIE II On considère ici un endomorphisme u de E tel que : u2 + u+ IdE = 0L(E).

1. (a) Montrer que, pour tout x ∈ E non nul, la famille (x, u (x)) est libre dans E.

(b) Montrer que u est un automorphisme de E et déterminer u−1.

2. soit (x, y) ∈ E2 tels que la famille (x, y, u(x)) soit libre.
Montrer que la famille (x, y, u(x), u(y)) est une famille libre.

3. Montrer qu'il existe une base C = (f1, f2, f3, f4) de E avec f3 = u (f1) et f4 = u (f2).

PARTIE III On considère ici un endomorphisme u de E tel que : u3 + u2 + u = 0L(E).

1. Justi�er qu'il existe de tels endomorphismes de E

2. On pose E1 = ker
(
u2 + u+ IdE

)
et E2 = ker (u). Montrer que : Im(u) ⊂ E1 et que E1 et E2 sont

stables par u.

3. (a) Montrer que : E = E1 ⊕ E2

(b) Montrer que : E1 = Im(u) et que E2 = Im
(
u2 + u+ IdE

)
.

4. Soit u1 la restriction de u à E1.

(a) Montrer que u1 est un endomorphisme de E1.

(b) Calculer u21 + u1 + IdE1 .

(c) Montrer que :

i. u 6= 0 =⇒ dim (E1) > 2

ii. dim (E1) > 2 =⇒ (dim (E1) = 4 et u injective )
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