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Devoir surveillé no 8 (4 heures)

Ce devoir est constitué de deux exercices et deux petits problèmes, dont le second est 'facultatif' : les
points normalement attribués à ce problème seront pondérés d'un coe�cient p = 0.6. L'ordre des exercices
ne correspond à aucun critère de di�culté ou de longueur : vous pouvez les traiter dans l'ordre que vous
voulez. Veillez à soigner la copie tant pour l'écriture, la propreté que pour la rédaction, la rigueur et
l'argumentation. Vous numéroterez vos copies et ferez apparaître clairement sur la première page le
nombre de copies.
La calculatrice n'est pas autorisée.

EXERCICE I : Polynomes de Bernstein

Soit n ∈ N. On note [[0, n]] l'ensemble des entiers allant de 0 jusqu'à n.

On appelle polynômes de Bernstein de degré n les polynômes : Bn,k =

(
n
k

)
Xk (1−X)n−k où k ∈ [[0, n]]

Dans tout l'exercice on identi�e (et on appellera de la même façon) polynôme et fonction polynomiale associée

1. Représenter sur un même graphique les fonctions x 7→ B3,k(x) pour k ∈ [[0, 3]] et x ∈ [0, 1]

2. (a) Calculer
n∑
k=0

Bn,k. En déduire que pour tout x ∈ [0, 1] , 0 6 Bn,k(x) 6 1

(b) Pour k ∈ [[1, n]], exprimer k

(
n
k

)
en fonction de

(
n− 1
k − 1

)
.

En déduire une expression simpli�ée de
n∑
k=0

k Bn,k.

(c) Calculer
n∑
k=0

k(k − 1)Bn,k puis
n∑
k=0

k2Bn,k

3. Exprimer B′n,k en fonction de Bn−1,k−1 et Bn−1,k pour 1 6 k 6 n− 1. Que se passe-t-il pour 1 6 n
et k ∈ [[0, n]] ?

4. Établir que la famille (Bn,k)06k6n est une base de Rn[X]

5. Pour P ∈ Rn[X], on pose ϕ(P ) =
n∑
k=0

P

(
k

n

)
Bn,k.

(a) Montrer que ∀P ∈ Rn[X], ϕ(P ) = 0Rn[X] ⇐⇒ P = 0Rn[X]

(b) En déduire que l'application ϕ est injective.

(c) Soit (a0, a1, · · · , an) ∈ Rn+1. Montrer qu'il existe P ∈ Rn[X] tel que ϕ(P ) =
n∑
k=0

akBn,k.

(d) En déduire que ϕ est une bijection de Rn[X] vers lui-même.

EXERCICE II : Fractions rationnelles

Décomposer en éléments simples sur C(X) et R(X) les fractions suivantes :

1. R1 =
X

(X2 + 1) (X3 − 4X2 + 5X − 2)

2. R2 =
1 +X −X4 −X5

X (1 +X +X2)

1
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PROBLEME I : Somme des inverses des carrés des entiers

1. (a) Montrer que : ∀k ∈ N \ {0, 1} , 1

k2
6

1

k − 1
− 1

k

(b) On dé�nit la suite (un)n∈N∗ par : ∀n ∈ N∗ , un =
n∑
k=1

1

k2
.

Montrer que la suite (un)n∈N∗ est convergente. (on ne demande pas la valeur explicite de la limite `)

2. (a) Résoudre, pour n ∈ N∗ �xé, l'équation d'inconnue z : (z + i)2n+1 − (z − i)2n+1 = 0.
Combien y-a t-il de solutions ?

(b) Véri�er que toutes les racines sont réelles et les écrire sous forme d'une cotangente.

3. (a) On considère le polynôme : Pn =
1

2i

(
(X + i)2n+1 − (X − i)2n+1).

Quel est, en fonction de n ∈ N∗, le degré de Pn ?

Montrer que : Pn =
n∑
p=0

(−1)p
(
2n+ 1

2p+ 1

)
X2n−2p (1)

(b) Déduire de la question 2b, que : Pn = (2n+ 1)
n∏
k=1

(
X2 − cotan2

(
kπ

2n+ 1

))
(2)

(c) En comparant le coe�cient en X2n−2 dans (1) et (2), montrer :

n∑
k=1

cotan2

(
kπ

2n+ 1

)
=
n (2n− 1)

3

(d) En déduire que :
n∑
k=1

1

sin2
(

kπ
2n+1

) =
2n (2n+ 1)

3

4. (a) Montrer que : ∀x ∈
[
0,
π

2

[
, sin(x) 6 x 6 tan(x)

(b) En déduire un encadrement de
1(
kπ

2n+1

)2 pour 1 6 k 6 n.

(c) En déduire la valeur de ` = lim
n→+∞

un (on trouvera ` de la forme ` = r π2 avec r un rationnel simple)

5. ∀n ∈ N∗, on pose : vn =
n∑
k=1

(−1)k+1

k2
et wn =

n∑
k=0

1

(2k + 1)2

(a) Soit n ∈ N∗. Exprimer u2n+1 − wn en fonction de un. En déduire la limite de (wn)n∈N∗

(b) Soit n ∈ N∗. Exprimer v2n − u2n en fonction de un. En déduire la limite de (vn)n∈N∗

2
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Rappel : les points normalement attribués à ce problème sont multipliés par un coe�cient p = 0.6

PROBLEME II : Recherche des polynômes véri�ant une équation

Soit a ∈ R∗+ �xé. On se propose de déterminer les couples (A,B) de polynômes de R[X] premiers entre eux et véri�ant la
relation :

X (A′B −AB′) +X
(
A2 −B2

)
+ aAB = 0 (1)

A′ et B′ désignant les polynômes dérivées de A et B.

Partie I : Recherche du degré des polynômes solutions

Soit (A,B) ∈ (R[X])2 tels que A ∧B = I et véri�ant (1).

1. Établir que X divise un et un seul des deux polynômes A et B

2. Établir que A et B ont même degré et que leurs coe�cients dominants sont égaux ou opposés.

3. A l'aide du thórème de Gauss, établir que si X divise B alors A divise B − A′. En déduire :

B − A′ = εA avec ε = ±1 (2)

4. Établir que, si X divise B, alors la relation (1) peut s'écrire successivement :

X (A−B′) + aB = εXB (3)

X (2εA′ + A′′) = a (εA+ A′) (4)

5. Déduire de (4) que a = 2 deg(A) = 2 deg(B)

6. Que dire de a si c'est A qui est divisible par X ?

Partie II : Véri�cation de la su�sance de ces conditions

Soit (A,B) ∈ (R[X])2 non nuls véri�ant : X divise B ainsi que les relations (2) et (4). On suppose de
plus que a = 2n avec n ∈ N∗.

1. Montrer que, si 0 est un zéro de A d'ordre r > 0, alors r = a+ 1. En déduire que A(0) 6= 0.
Montrer par ailleurs que B(0) = 0

2. Montrer que pour tout entier k ∈ [[2, n]], on a :

XA(k) = 2ε (n− k + 2)A(k−2) + (2n− k + 2− 2εX)A(k−1)

3. Soit D le PGCD de A et B, montrer uqe D divise A(p) pour tout p ∈ N. En déduire que A et B
sont premiers entre eux.

Partie III : Solution du problème posé

On suppose maintenant que a = 2n avec n ∈ N∗.

1. Déterminer les polynômes unitaires A de degré n véri�ant (4)
On établira pour cela une relation entre les coe�cients de A et on en éduira une expression de ces
coe�cients en utilisant notamment des factorielles.

2. Déterminer alors tous les couples (A,B) de polynômes premiers entre eux et véri�ant (1).

3. Déterminer en particulier les couples (A,B) lorsque n = 2

3
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EXERCICE I : Polynomes de Bernstein

1. Bn,k =

(
n
k

)
Xk (1−X)n−k où k ∈ [[0, n]]

2. (a) D'après la formule du binome :
n∑
k=0

(
n
k

)
Xk (1−X)n−k = (X + (1−X))n. Ainsi

n∑
k=0

Bn,k = 1

.
Par ailleurs, il est clair que ∀x ∈ [0, 1] , 0 6 Bn,k(x) .

Ainsi, ∀x ∈ [0, 1] ,6 Bn,k(x) 6
n∑
j=0

Bn,j(x) = 1 i.e. ∀x ∈ [0, 1] , 0 6 Bn,k(x) 6 1

(b) Pour k ∈ [[1, n]], on a : k

(
n
k

)
= k

n!

k!(n− k)!
= n

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
. Donc k

(
n
k

)
= n

(
n− 1
k − 1

)
Ainsi

n∑
k=0

k Bn,k =

n∑
k=1

k

(
n
k

)
Xk (1−X)

n−k
= nX

n∑
k=1

(
n− 1
k − 1

)
Xk−1 (1−X)

n−k
= nX

n∑
k=1

B(n−1),(k−1).

Ainsi
n∑
k=0

k Bn,k = nX .

(c) Comme ci-dessus, on a :
n∑
k=0

k(k − 1)Bn,k = nX
n∑
k=1

(k − 1)B(n−1),(k−1)

Donc
n∑
k=0

k(k − 1)Bn,k = n(n− 1)X2 .

En regroupant les deux résultats précédents, on a :
n∑
k=0

k2Bn,k = nX + n(n− 1)X2 = nX (1 + (n− 1)X)

3. Pour n > 1 on a : B′n,k = k

(
n
k

)
Xk−1 (1−X)n−k − (n− k)

(
n
k

)
Xk (1−X)n−1−k. Or :

+ si k = 0 : B′n,k = −n (1−X)n−1 = −nBn−1,0

+ si k = n : B′n,k = nXn−1 = nBn−1,n−1

+ si 0 < k < n. On montre que : k

(
n
k

)
= n

(
n− 1
k − 1

)
et (n− k)

(
n
k

)
= n

(
n− 1
k

)
.

Ainsi B′n,k = n (Bn−1,k−1 −Bn−1,k)

4. On remarque d'abord que la famille (Bn,k)06k6n est une famille de vecteurs de Rn[X]. Montrons
qu'il s'agit d'une famille libre.

Soit (λ0, λ1, . . . , λn) ∈ Rn+1 telle que
n∑
k=0

λkBn,k = 0Rn[X].

Supposons par l'absurde que les λk ne sont pas tous nuls. Soit p le plus grand indice tel que λp 6= 0.

On a alors :
p∑

k=0

λkBn,k = 0Rn[X]. Or chaque Bn,k de cette somme est un multiple de Xp. En

4
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simpli�ant la relation par Xp, on trouve alors :
p∑

k=0

λk

(
n
k

)
Xk−p (1−X)n−k = 0Rn[X]. En évaluant

cela en 0, on obtient alors λp = 0R : Contradiction.

Ainsi ∀k ∈ [[0, n]] λk = 0R : La famille (Bn,k)06k6n est libre

La famille (Bn,k)06k6n est une famille libre de n + 1 vecteurs de Rn[X] qui est un espace vectoriel

de dimension n+ 1, donc la famille (Bn,k)06k6n est une base de Rn[X]

5. Pour P ∈ Rn[X], on pose ϕ(P ) =
n∑
k=0

P

(
k

n

)
Bn,k.

(a) Soit P ∈ Rn[X].

ϕ(P ) = 0Rn[X] ⇐⇒ ∀k ∈ [[0, n]] P

(
k

n

)
= 0R car la famille (Bn,k)06k6n est libre. Or un

polynôme de degré inférieur ou égal à n et ayant au moins n + 1 zéro est le polynôme nul.
Donc ∀P ∈ Rn[X], ϕ(P ) = 0Rn[X] ⇐⇒ P = 0Rn[X]

(b) Soit (P,Q) ∈ Rn[X]2 tels que ϕ(P ) = ϕ(Q). On a
n∑
k=0

P

(
k

n

)
Bn,k =

n∑
k=0

Q

(
k

n

)
Bn,k donc

n∑
k=0

(P −Q)
(
k

n

)
Bn,k donc ϕ(P −Q) = 0Rn[X]. Ainsi P = Q : ϕ est injective

(c) Soit (a0, a1, · · · , an) ∈ Rn+1. Comme les
k

n
pour k ∈ [[0, n]] sont au nombre de n+1 et distincts

deux à deux. Donc d'après l'interpolation de Lagrange, il existe un unique polynôme P de

degré inférieur ou égal à n tel que : ∀k ∈ [[0, n]] , P

(
k

n

)
= ak. Ainsi

il existe un unique P ∈ Rn[X] tel que ϕ(P ) =
n∑
k=0

akBn,k .

(d) ϕ est une application injective de Rn[X] vers lui-même car les Bn,k sont de degré inférieur ou

égal à n. De plus, si Q ∈ Rn[X], on peut écrire Q sous la forme Q =
n∑
k=0

akBn,k car la famille

(Bn,k)06k6n engendre Rn[X]. Ainsi, d'après le résultat précédent, on sait qu'il existe P ∈ Rn[X]

tel que ϕ(P ) = Q : ϕ est surjective. Ainsi ϕ est une bijection de Rn[X] vers lui-même

.

EXERCICE II : Fractions rationnelles

Décomposer en éléments simples sur C(X) et R(X) les fractions suivantes :

1. R1 =
X

(X2 + 1) (X3 − 4X2 + 5X − 2)

Dans C(X), R1 = −
1

2 (X − 1)2
− 1

2 (X − 1)
+

2

5 (X − 2)
+

1 + 2i

20 (X + i)
+

1− 2i

20 (X − i)

Dans R(X), R1 = −
1

2 (X − 1)2
− 1

2 (X − 1)
+

2

5 (X − 2)
+

X + 2

10 (X2 + 1)

2. R2 =
1 +X −X4 −X5

X (1 +X +X2)
= 1−X2 +

1−X2

X (1 +X +X2)

Dans C(X), R2 = 1−X2 +
1

X
− 1

X − j
− 1

X − j2
. Dans R(X), R2 = 1−X2 +

1

X
− 2X + 1

X2 +X + 1

5
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PROBLEME I : Somme des inverses des carrés des entiers
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CORRIGE : Sommes des inverses des carrés des entiers 
1) a) Montrer que : ∀k∈�, k≥2, 1

k2
 ≤ 1

k-1
 - 1

k
   

1
k-1

 – 1
k
 = 1

k (k-1)
 =  1

k2 - k
 ≥  1

k2   car si k ≥ 2,  k2 ≥ k2 – k > 0.  D'où ∀∀∀∀k∈∈∈∈����, k ≥≥≥≥ 2  ,   1
k2  ≤≤≤≤  1

k-1
 – 1

k
 

b) On définit la suite (un)n∈�*  par : ∀n∈�*, un = ∑
k = 1

n

 1
k2

  . Montrer que (un)n∈�* est convergente 

∀n∈IN*,  un+1 – un =  1
(n+1)2

 > 0 : la suite ( )u
 

n
 

n∈∈∈∈IN *
  est croissante 

D'autre part, en utilisant l'inégalité de la question précédente, on a :  

∀n∈IN*, n ≥ 2,  un ≤ 1 +  ∑
k = 2

n

 ( )1
k – 1

 – 1
k   = 2 –  1

n
 ≤ 2  : la suite ( )u

 

n
 

n∈∈∈∈IN *
  est majorée par 2 

Ainsi la suite ( )u
 

n
 

n∈∈∈∈IN *
  est croissante et majorée donc elle converge 

2)  a) et b) Résoudre, pour n ∈�* fixé, l'équation d'inconnue z : (z+i)2n+1 − (z−i)2n+1 = 0    Combien y a t il de solutions ? Vérifier que toutes les racines sont réelles  

On constate d'abord que i n'est pas solution de l'équation de sorte que l'on peut diviser par (z – i)2n+1. 

(z + i)2n+1 = (z – i)2n+1 ⇔ 



z + i

z – i

2n + 1

 = 1 ⇔ ∃ k ∈〚 〛0, 2n | z + i
z – i

 = ωk  avec  ω = e
2 i π

2n + 1
 

D'où, en constatant que le cas k = 0 n'est pas possible car   z + i ≠ z – i, on a :    

(z + i)2n+1 = (z – i)2n+1 ⇔ ∃ k ∈〚 〛1, 2n | z = ie
k i π

2n + 1
  +  e

– k i π
2n + 1

 e
k i π

2n + 1
  –   e

– k i π
2n + 1

  ⇔ ∃∃∃∃ k ∈∈∈∈〚〚〚〚 〛〛〛〛1, 2n | z = cotan ( )k ππππ
2n + 1    

Ces racines sont réelles et sont au nombre de 2n  (rem : cotan est injective sur  
] [

0,  π
2
  ) 

3)  a) On considère le polynôme : Pn = 1
2i
 ((X+i)2n+1 − (X−i)2n+1) . Quel est, en fonction de n∈�* , le degré de Pn ? Montrer que Pn = ∑

p=0

n

 (-1)p C
2p+1

2n+1

X2n-2p    (1) 

Les coefficients de degré 2n + 1 de Pn s'annulent donc deg(Pn) ≤ 2n. 

Or le coefficient du terme de degré 2n vaut : 1
2i
 ( (2n + 1) i + (2n + 1)i) =  2n + 1 ≠ 0  Ainsi deg (Pn) = 2n 

En utilisant la formule du binôme, on obtient :  

Pn = 1
2i

 











∑
k = 0
k pair

2n + 1

 (i)k ( )2n + 1
k  X2n+1 - k  + ∑

k = 0
k impair

2n + 1

 (i)k ( )2n + 1
k  X2n+1 - k − ∑

k = 0
k pair

2n + 1

 (- i)k ( )2n + 1
k  X2n+1 - k − ∑

k = 0
k impair

2n + 1

 (- i)k ( )2n + 1
k  X2n+1 - k

 

 

 =  1
2i

 











∑
k = 0
k pair

2n + 1

 (i)k ( )2n + 1
k X2n+1 - k  + ∑

k = 0
k impair

2n + 1

 (i)k ( )2n + 1
k X2n+1 - k − ∑

k = 0
k pair

2n + 1

 (i)k ( )2n + 1
k X2n+1 - k + ∑

k = 0
k impair

2n + 1

 (i)k ( )2n + 1
k X2n+1 - k

 

=  1
i
  ∑

k = 0
k impair

2n + 1

 (i)k ( )2n + 1
k X2n+1 - k = 1

i
  ∑

p = 0

n

 (i)2p+1 ( )2n + 1
2p + 1   X2n+1 - (2p+1)   donc   Pn =  ∑

p = 0

n

 (– 1)p ( )2n + 1
2p + 1  X 2(n – p) 

 

 b) Déduire de la question 2 que : Pn = (2n+1) ∏
k=1

n

 ( )X2 - cotan2 ( )k π
2n+1

     (2) 

Pn est un polynôme de degré 2n de coefficient dominant (2n + 1) et dont on a trouvé 2n racines distinctes : les  

cotan ( )k π
2n + 1   pour k ∈〚 〛1, 2n . Ainsi on a trouvé toutes les racines de Pn et ces racines sont simples. De plus on a : Pn = 

(2n+1) ∏
k = 1

2n

 ( )X – cotan ( )k π
2n+1

  = (2n+1) ∏
k = 1

n

 ( )X – cotan ( )k π
2n+1

  ×  ∏
k = n + 1

2n

 ( )X – cotan ( )k π
2n+1

  

i.e.  Pn = (2n+1) ∏
k = 1

n

 ( )X – cotan ( )k π
2n+1

  ×  ∏
k = 1

n

 




X – cotan ( )(2n + 1 – k) π

2n+1
  = (2n+1) ∏

k = 1

n

 ( )X – cotan ( )k π
2n+1

 × ( )X + cotan ( )k π
2n+1

        

Aussi : Pn = (2n+1) ∏
k=1

n

 ( )X2 - cotan2 ( )k ππππ
2n+1

  

 

6
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2/4 

a) En comparant le coefficient en X2n-2
  dans (1) et (2), montrer : ∑

k = 1

n

 cotan2 ( )k π
2n+1

 = n (2n-1)
3

   

Le coefficient du terme en X2n – 2 dans (1) est   –  ( )2n + 1
3    et, dans l'expression (2), c'est  – (2n+1) ∑

k = 1

n

 cotan2 ( )k π
2n+1

 

Comme il s'agit les deux fois du coefficient en X2n – 2 de Pn, on a l'égalité entre ces deux coefficients et donc:  

( )2n + 1
3  =  (2n+1) ∑

k = 1

n

 cotan2 ( )k π
2n+1

   d'où : ∑
k = 1

n

 cotan2 ( )k ππππ
2n+1

 = n (2n-1)
3

 

d) En déduire que : ∑
k=1

n

 1
sin2 ( )k π

2n+1

 = 2n (n+1)
3

 

∀ k ∈〚 〛1, n ,  1

sin2 ( )k π
2n+1

 = 1 + cotan2 




k π

2n+1
  donc : ∑

k = 1

n

 1

sin2 ( )k π
2n+1

 = n +  ∑
k = 1

n

 cotan2 ( )k π
2n+1

 = n +  n (2n-1)
3

 

D'où : ∑
k = 1

n

 1
sin2 ( )k ππππ

2n+1

 = 2n (n+1)
3

 

4)        a) Montrer que : ∀ x ∈ ]0;π
2
[  , sin(x) ≤ x ≤ tan(x) 

Soit x ∈
] [

0,  π
2
  . On a : ∀t∈[0, x],  cos(t) ≤ 1 ≤ 1 + tan2(t)   donc en intégrant sur [0, x], on obtient par croissance de l'intégration :   

sin(x) ≤ x ≤ tan(x)  .    Ainsi   ∀∀∀∀ x ∈∈∈∈
]]]] [[[[

0,  ππππ
2
 , sin(x) ≤≤≤≤ x ≤≤≤≤ tan(x) 

b) En déduire un encadrement de 1

( )k π
2n+1

2
  pour 1 ≤ k ≤ n. 

∀ k∈〚 〛1, n , k π
2n+1

 ∈
] [

0,  π
2
   donc : 0 < sin ( )k π

2n+1
 ≤  k π

2n+1
 ≤ tan ( )k π

2n+1
    i.e. 0 < sin2 ( )k π

2n+1
 ≤  ( )k π

2n+1

2

  ≤ tan2 ( )k π
2n+1

 

D'où : ∀∀∀∀ k∈∈∈∈〚〚〚〚 〛〛〛〛1, n , cotan2 ( )k ππππ
2n+1

 ≤≤≤≤  1

( )k ππππ
2n+1

2
 ≤≤≤≤   1

sin2 ( )k ππππ
2n+1

  

c) En déduire la valeur de : l = lim

n → + ∞ 

(un)   (on trouvera l = π
2

6
 ) 

De l'encadrement précédent, on déduit : ∀n∈IN*,  ∑
k = 1

n

 cotan2 ( )k π
2n+1

 ≤ ∑
k = 1

n

 1

( )k π
2n+1

2
  ≤ ∑

k = 1

n

 1
sin2 ( )k π

2n+1

 

D'où : ∀n∈IN*, n (2n-1)
3

 ≤  ( )2n+1
 π

2

un ≤ 2n (n+1)
3

     i.e. : ∀n∈IN*, n (2n-1) π2

3 (2n + 1)2
 ≤  un ≤ 2n (n+1) π2

3 (2n + 1)2
  

Ainsi par le théorème des gendarmes, ( )u
 

n
 

n∈∈∈∈IN * converge vers  ππππ
2

6
 

5) ∀n ∈�* , on pose vn = ∑
k=1

n
 (−1)k+1

k2
 et wn =∑

k=0

n
 1
(2k+1)2

  a) Calculer : ∀n ∈�* , u2n+1 – wn. En déduire la limite de (wn)n∈�*. 

u2n+1 – wn = ∑
k = 1
k pair

2n + 1

 1
k2 + ∑

k = 1
k impair

2n + 1

 1
k2 – ∑

k = 1
k impair

2n + 1

 1
k2  = ∑

k = 1
k pair

2n + 1

 1
k2 =  ∑

k = 1

n

 1
(2k)2

 = 1
4
 un .  Ainsi : wn = u2n+1 –  1

4
 un : ( )w

 

n
 

n∈∈∈∈IN * converge vers  ππππ
2

8
 

a) Calculer : ∀n ∈�* , v2n – u2n. En déduire la limite de (vn)n∈�*. 
 

v2n – u2n = ∑
k = 1

2n

 (−1)k+1

k2  –  ∑
k = 1

2n

 1
k2 =  ∑

k = 1
k impair

2n

 1
k2 – ∑

k = 1
k pair

2n

 1
k2 – ∑

k = 1
k impair

2n

 1
k2 – ∑

k = 1
k pair

2n

 1
k2 =  – 2  ∑

k = 1
k pair

2n

 1
k2 =   – 2 ∑

k = 1

n

 1
(2k)2

 = –  1
2
 un 

Ainsi : v2n = u2n  –  1
2
 un  : ( )v

 

2n
 

n∈∈∈∈IN * converge vers  ππππ
2

12
 

D'autre part : v2n+1 = v2n + 1
(2n + 1)2

  .  Ainsi   ( )v
 

2n + 1
 

n∈∈∈∈IN * converge  aussi vers  ππππ2

12
 

Aussi les deux suites des termes de rangs pairs et de rangs impairs de la suite  ( )v
 

n
 

n∈IN* convergent toutes les deux vers la 

même limite  π
2

12
 . Aussi  la suite  ( )v

 

n
 

n∈∈∈∈IN * converge vers cette même limite  ππππ2

12
 

7
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