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PROBLEME : Polynômes de Legendre

On note E le R−espace vectoriel R[X], et, pour tout entier n, En = Rn[X] l'espace des polynomes de degré

inférieur ou égal à n.
On note D l'application linéaire de E vers E, qui à tout polynome P associe son polynome dérivé P ′. Les

puissances de D sont dé�nies par : D0 = IdE , D
1 = D et Dk+1 = Dk ◦D.

La valeur en t de la dérivée k−ième de la fonction polynome P sera donc notée Dk(P )(t).

On dé�nit ϕ : E × E −→ R par : ∀(P,Q) ∈ E × E,ϕ(P,Q) =

∫ 1

−1
P (t)Q(t)dt =

〈
P
∣∣∣Q〉.

1. Montrer que ϕ est un produit scalaire sur E. On notera ‖P‖ la norme euclidienne de P associée à ϕ.

2. (a) Etablir qu'il existe une et une seule famille (Pn)n∈N d'éléments de E telle que :

* ∀n ∈ N, deg (Pn) = n

** ∀n ∈ N,
〈
Pn

∣∣∣Xn
〉
> 0

*** ∀n ∈ N, (Pk)06k6n est une base orthonormale de En.

(b) Déterminer explicitement Pk pour 0 6 k 6 4

(c) Montrer que, pour tout n ∈ N, Pn est de la parité de n

3. On considère la famille (Qn)n∈N ∈ EN dé�nie par : ∀n ∈ N, Qn =
1

2nn!
Dn
((
X2 − 1

)n)
(Formule de

Rodrigues)

(a) En appliquant la formule de Leibniz à Dn
((
X2 − 1

)n)
= Dn ((X − 1)n (X + 1)n), montrer que ∀n ∈

N, Qn =
1

2n

n∑
k=0

((
n
k

))2

(X − 1)n−k (X + 1)k

(b) Calculer, pour k ∈ {1, · · · , n} , Dk
((
X2 − 1

)n)
(1) et Dk

((
X2 − 1

)n)
(−1).

(c) Déterminer la parité de Qn

(d) Quel est le degré de Qn ? En calculant le coe�cient dominant de Qn de deux manières di�érentes,

donner une espression simple de

n∑
k=0

((
n
k

))2

.

(e) En utilisant plusieurs fois le théorème de Rolle, montrer que toutes les racines de Qn sont réelles,

distinctes et appartiennent à l'intervalle ]−1, 1[.

(f) Soit S ∈ E. Montrer que
〈
Qn

∣∣∣S〉 =
(−1)n

2nn!

∫ 1

−1

(
t2 − 1

)n
Dn(S)(t)dt

(g) Soit S ∈ E de degré strictement inférieur à n. Que dire de
〈
Qn

∣∣∣S〉 ? En déduire la valeur de〈
Qn

∣∣∣Qm

〉
lorsque m 6= n.

(h) Soit In =

∫ 1

−1

(
t2 − 1

)n
dt.

Trouver, en intégrant In par parties, une relation liant In et In−1. En déduire l'expression de In en

fonction de n. En déduire
〈
Qn

∣∣∣Qn

〉
.

Calculer d'autre part Qn(1).

(i) Prouver qu'il existe λn ∈ R tel que Qn = λnPn. Calculer λn.
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4. Soit n > 2.

(a) Soit i 6 n− 3. Calculer
〈
XQn−1

∣∣∣Qi

〉
(b) En déduire qu'il existe (an, bn, cn) ∈ R3 tel que : XQn−1 = anQn + bnQn−1 + cnQn−2.

(c) Etablir que nQn = αnXQn−1 + βnQn−2 où (αn, βn) ∈ R2 à déterminer.

5. (a) Etablir que Pn est solution d'une équation di�érentielle du second ordre de la forme :

∀t ∈ R,
(
t2 − 1

)
P ′′n (t) + µntP

′
n(t) + νnPn(t) = 0 où (µn, νn) ∈ R2 à déterminer.

(b) Calculer

∫ 1

0
Pn(t)dt
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